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RESUMEN

El objetivo del trabajo es obtener todos los cuadrados magicos de tamafio cuatro a partir de un Modelo de
Optimizacion; en el que, ademas de las restricciones tradicionales (sumas por filas, columnas y diagonales), se
tengan en cuenta otras restricciones relacionadas con cuatro submatrices 2 x 2, en las que puede dividirse el
cuadrado. Se demuestra que estas restricciones estan implicitas en las tradicionales; por lo que todos los
cuadrados de tamafio cuatro pueden clasificarse como supermagicos. Se representa el problema mediante un
Modelo de Programacion Lineal en Enteros con soluciones multiples; que, al ser resuelto con ayuda del software
LINGO, permitié encontrar los 880 cuadrados que cumplen tales restricciones. La forma como son presentados
los cuadrados facilita que puedan ser localizados a partir de caracteristicas referidas a la posicion del niumero 1.
Quedan ordenadas las combinaciones con el 1, para cualquier fila, en las que no existen estos cuadrados.

ABSTRACT

The aim of this paper is to obtain all magic squares of size four, by using an Optimization Model where, in addition
to the traditional restrictions (sums for rows, columns and diagonals), other restrictions related to four 2 x 2
submatrices, into which the square can be divided, are taken into account. It is shown that these additional
restrictions are included in the traditional ones; therefore, all squares of size four could be classified as supermagic.
The problem is represented by means of a Linear Programming Model in Integers with multiple solutions; which,
when solved with the help of LINGO software, allowed to find the 880 squares that meet such restrictions. The
way squares are presented makes it easy to locate them from characteristics referred to the position of number
one. The different combinations for number one in any row for which these squares do not exist, are ordered.

Palabras Clave: LINGO, cuadrado magico 4 x 4, modelo de optimizacién, propiedades de simetria
Keywords: LINGO, magic square 4 x 4, optimization model, symmetry properties
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INTRODUCCION

Un cuadrado mégico de orden n es una matriz formada por n filas y n columnas, en las que se escriben los n?
primeros nimeros naturales; de modo que sea constante la suma de los nimeros de cualquier fila, cualquier
columna y cualquiera de las dos diagonales.

Los cuadrados magicos han estado presentes en todas las épocas y culturas del conocimiento humano, han sido
objeto de veneracion religiosa, se han utilizado como elementos magicos y misticos, han merecido un lugar
destacado en diversas manifestaciones artisticas e industriales y han despertado el interés entre los mas ilustres
matematicos a lo largo de la historia (Esquerra, 2009). La literatura recoge la historia de muchos cuadrados
magicos que han sido famosos por diferentes razones, entre los que destacan el que se muestra en la Figura 1.
Segun Esquerra (2009) y Stephens (1993), la imagen forma parte de un grabado en cobre titulado Melancolia, de
Alberto Durero, que muestra un cuadrado magico en el cual aparece la fecha de fallecimiento de su esposa: dia 4
del afo 1514, mes 1 (enero). En este cuadrado existen varias combinaciones de cuatro nimeros, cuya suma es
34. Las mas llamativas —porque en todos los casos hay dos parejas que suman 17— son: los numeros de las
esquinas, los cuatro nimeros centrales, los dos nimeros centrales de las filas primera y Ultima y los dos nimeros
centrales de las columnas primera y Ultima. ¢Es esta “sUper magia” un atributo particular de este cuadrado magico,
o0 es posible que otros también la cumplan?

Fig. 1: Cuadrado magico del grabado Melancolia (Esquerra, 2009).

El nimero de cuadrados magicos crece considerablemente al aumentar el orden y no existe una formula general
conocida para calcular el nimero total de cuadrados magicos de un orden dado. Sin embargo, para los érdenes
mas pequenios que 6, ha sido calculado el nimero de cuadrados magicos. Existe un Unico cuadrado magico, salvo
simetrias y rotaciones, de orden tres; 880 cuadrados magicos de orden cuatro y 275 305 224 cuadrados magicos
de orden cinco (Croy et al., 2016).

Encontrar todos los cuadrados magicos de orden n es un problema de busqueda, en el espacio combinatorio de
n?!; no obstante, la construccion de un cuadrado magico es simple para cualquier valor de n, porque hay métodos
que crean una solucion determinista para cada n. Existen diferentes métodos generales de construccion de
cuadrados magicos; cada uno para tipos especificos: orden impar, orden 4k u orden (4k + 2). A partir de estos
pueden obtenerse otros cuadrados por diferentes formas de rotacion y reflexion. Sin embargo, cuando n aumenta,
el nimero de cuadrados que no pueden obtenerse, utilizando estos algoritmos, crece considerablemente. Por
tanto, el problema de encontrar todos los cuadrados magicos de un mismo orden, no solo los proporcionados por
esas soluciones deterministas, es un desafio para cualquier método de busqueda.

En la literatura se reflejan diferentes tendencias. Berlekamp et a/. (1982), describen un método para generar los
cuadrados magicos de orden cuatro, a partir de diferentes operaciones de intercambio de sus elementos. Kim & Yoo
(2008), definen una operacion producto en el conjunto de las matrices de enteros, que es utilizada en un algoritmo
para construir una familia de cuadrados magicos y demuestran que este conjunto forma un monoide. Velazquez
(2004), analiza el problema a partir de las caracteristicas que conjugan elementos del Algebra y la Geometria y
describe cualquier cuadrado magico de suma s como una variedad lineal del espacio vectorial de cuadrados magicos
de suma cero. También se han desarrollado métodos heuristicos, como el propuesto por Fonseca & Grandchamp
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(2012), quienes presentan un algoritmo de dos fases; en la primera se construye un cuadrado seudo magico que es
utilizado en la segunda fase para, a través de otra heuristica, encontrar un cuadrado magico.

No se han encontrado investigaciones en las que se vinculen los cuadrados magicos con modelos de optimizacién,
de ahi que el objetivo del presente trabajo es obtener todos los cuadrados magicos de tamaiio cuatro a partir de
un Modelo de Optimizacion; en el que, ademas de las restricciones tradicionales (sumas por filas, columnas y
diagonales), se tengan en cuenta otras restricciones relacionadas con cuatro submatrices 2 x 2, en las que puede
dividirse el cuadrado (las que fueron analizadas en la Figura 1).

METODOLOGIA
El proceso de busqueda de un cuadrado magico de tamano 7 se puede modelar de la siguiente forma:

22:1 i n(n?+1)

Sea k = = Hallar X(i,j) = 1,n%; X(i,j) = X(k, D), v(i,j)) # (k,1) ; i=1,n;j=1,n, tales que:

n n 2 n n
ZX(i,j)=k,i=ﬁ; ZX(i,j)zk,jzl,_n; ZX(i,i)zk; Z X(i,j) = k:
=t i=1 i=1 Tn

i=1n
j=n+1-i

A k se le llama “constante magica”. Las restricciones representan la suma de los elementos de cada fila, de cada
columna, de la diagonal principal y de la diagonal inversa, respectivamente.

Para el caso de n = 4, k= 34 y deben cumplirse las restricciones siguientes:

x(1,1)+x(1,2)+x(1,3)+x(1,4) = 34; (1)
x(2,1)+x(2,2)+x(2,3)+x(2,4) = 34, (2)
x(3,1)+x(3,2)+x(3,3)+x(3,4) = 34, 3
x(4,1)+x(4,2)+x(4,3)+x(4,4) = 34, 4)
x(1,1)+x(2,1)+x(3,1)+x(4,1) = 34; (5)
x(1,2)+x(2,2)+x(3,2)+x(4,2) = 34; (6)
x(1,3)+x(2,3)+x(3,3)+x(4,3) = 34; (7)
x(1,4)+x(2,4)+x(3,4)+x(4,4) = 34; (8)
x(1,1)+x(2,2)+x(3,3)+x(4,4) = 34; (9
x(4,1)+x(3,2)+x(2,3)+x(1,4) = 34; (10)

A continuacion, se demuestra que, de las restricciones tradicionales representadas por las ecuaciones (1) - (10),
también se obtiene la constante magica (34) en las cuatro submatrices 2 x 2 en las que puede dividirse el cuadrado
y que fueron detalladas en el analisis de la Figura 1.

De (1) y (4), se obtiene:

[x(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4)] + [x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3)] = 68; (11)
De (2) y (3), se obtiene:

[x(2,1)+x(2,4)+x(3,1)+x(3,4)] + [x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3)] = 68; (12)
De (5) y (8), se obtiene:

[X(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4)] + [x(2,1)+x(2,4)+x(3,1)+x(3,4)] = 68; (13)
De (6) y (7), se obtiene:

[x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3)] + [x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3)] = 68; (14)
De (9) y (10), se obtiene:

[X(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4)] + [x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3)] = 68; (15)

De (11) y (13), se obtiene:
x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3) = x(2,1)+x(2,4)+x(3,1)+x(3,4)
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De (11) y (14), se obtiene:

x(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4) = x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3)
De (11) y (15), se obtiene:

x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3) = x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3)

Esto demuestra que las siguientes cuatro sumas son iguales entre si:
x(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4) = x(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3) = x(2,1)+x(2,4)+x(3,1)+x(3,4) = x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3)

Sustituyendo las parejas correspondientes en las ecuaciones (11) y (12), se obtiene:
x(1,1)+x(1,4)+x(4,1)+x(4,4) = 34; x(2,1)+x(2,4)+x(3,1)+x(3,4) = 34,
X(2,2)+x(2,3)+x(3,2)+x(3,3) = 34, x(1,2)+x(1,3)+x(4,2)+x(4,3) = 34,

O sea, para n = 4, al considerar solamente las 10 restricciones requeridas para obtener un cuadrado magico,
cualquier solucién que se obtenga es a su vez un “cuadrado supermagico” que cumple las otras cuatro
restricciones. Esto indica que el hecho de que sean iguales a 34 las cuatro sumas analizadas en la Figura 1 no es
un atributo particular de ese cuadrado magico, sino que lo es de todos los cuadrados magicos de orden cuatro.

A partir de un cuadrado de tamafio cuatro se pueden obtener otros siete, realizando rotaciones y reflexiones, que
mantienen invariantes las sumas indicadas en las ecuaciones (1)-(10). Esto puede apreciarse en la Tabla 1.

Tabla 1: Cuadrados de orden cuatro, simétricos entre si.

a|/bjc|d]d|c|/bla]lplo|/n|m|m|n]jo]|p
e|flglh]lhljg|fle]ll [k[jli i [jlk]

i |jlk] |l lkljlilh|g|f|le]le|flg]|h
m|njlo|/plplo|lnim]Jd|c|blalJa|blc|d
aleli/mIm|ijlela]lp|l|hjd]d]h|Il]|p
blfljln]n|jlf|blJolk|glclclglk]o
clglk|loJolk|lglc]n|jlflb]lb|[fljln
dlh|l]p]lpll|lh]jd]m]ijelalale|i|lm

Por otra parte, todos los cuadrados de orden cuatro asimétricos entre si se pueden dividir en tres grupos:
A. Los que tienen el 1 en un vértice: posiciones representadas por las letras a, d, my p en la Tabla 1.
B. Los que tienen el 1 al lado de un vértice: posiciones representadas por las letras b, ¢, €, h, i, |, ny o.
C. Los que tienen el 1 al lado del centro: posiciones representadas por las letras f, g, j y k.

Se puede, entonces, dividir el problema “buscar todos los cuadrados supermagicos de tamafio cuatro”, en tres
subproblemas:
1. Buscar los Cuadrados 2. Buscar los Cuadrados 3. Buscar los Cuadrados
con valor 1 en x(1,1). con valor 1 en x(1,2). con valor 1 en x(2,2).

Una vez obtenidos todos los cuadrados de cada uno de estos subgrupos, al aplicar las siete transformaciones
descritas en la Tabla 1, se obtienen todos los cuadrados supermagicos de tamafio cuatro.

En cada caso, el objetivo es encontrar los cuadrados con el nimero 1 en la posicién indicada. Esto se puede lograr
planteando un modelo de optimizacion cuyo objetivo sea minimizar la posicion deseada para el 1; por ejemplo:
minimizar x(1,1), con las restricciones (1)-(10) y todas las variables enteras y diferentes, tomando valores en el
conjunto {1, 2, ..., 16}. Dado el volumen de cuadrados existentes, se requiere utilizar una herramienta informatica.
Para ello se utilizd el software de optimizacion LINGO (2018); que, en su versién mas simple, Demo/Web, admite
hasta 30 variables enteras y 150 restricciones.
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Para el subproblema 1, el modelo queda de la forma:

Model:

Sets:

side;

sxs( side, side): x;
endsets
data:

side = 1..4;
enddata

min = x(1,1);

x(1,1)+x(1,2)+x(1,3)+x(1,4)=34; x(2,1)+x(2,2)+x(2,3)+x(2,4)=34;
x(4,1)+x(4,2)+x(4,3)+x(4,4)=34; x(1,1)+x(2,1)+x(3,1)+x(4,1)=34;
X(1,3)+x(2,3)+x(3,3)+x(4,3)=34; x(1,4)+x(2,4)+x(3,4)+x(4,4)=34;

x(4,1)+x(3,2)+x(2,3)+x(1,4)=34;
@for( sxs(i, j) :
@bnd( 1, x(i, j), 16);  );

@for( sxs(i, j) | 1 #le# i #and# i #le# 4 #and# 1 #le# j #and# j #le# 4:

@alldiff('blk' + side(1) + side(1), x(i,3) ); )
procedure hline( m):
k = 4*(m + 1)+1; @write( 4*' ', k*'.", @newline( 1) );
endprocedure
calc:
@set( 'tersea, 1); @solve();

X(3,1)+x(3,2)+x(3,3)+x(3,4)=34;
X(1,2)+x(2,2)+x(3,2)+x(4,2)=34,
x(1,1)+x(2,2)+x(3,3)+x(4,4)=34;

@write(@newline(1), 4*' ', 'Solucién del Cuadrado Supermagico’,  @newline(1));  hline( 4);

@for( side( i):
@write( ' ."Y;
@for( side( j):
@write( @format( '3g@', x( i, j))); @write("'.");

@write( @newline( 1)); hline( 4); ); @write( @newline( 3));

endcalc
end

Como se muestra en la Figura 2, LINGO identifica el problema como PILP (Programacion Lineal en Entero Puro,
por sus siglas en inglés); por lo que emplea la técnica B-and-B (Ramificacién y Acotamiento, por sus siglas en

inglés) para encontrar la solucion.

Statun .
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Fig. 2: Reporte de LINGO con datos generales sobre el modelo resuelto.
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La idea basica en la que se apoya la técnica de ramificacion y acotamiento es divide y conguistarads (Hillier &
Lieberman, 2010). Como es complejo resolver en forma directa el problema original “grande”, se divide en
subproblemas cada vez mas pequefios hasta que estos se puedan vencer. La division (ramificacion) se hace
mediante una particion del conjunto completo de soluciones factibles en subconjuntos mas pequefios. En parte,
la conquista (sondeo) se hace mediante el acotamiento de la mejor solucion del subconjunto, para después
descartar los subconjuntos cuya cota indique que no es posible que contenga una solucion dptima para el problema
original.

En el caso de existir soluciones multiples, como sucede en este problema, el orden en que se introducen las
restricciones influye en la solucion éptima a la que se llega. Por ejemplo, en la Figura 3 se presenta la solucion
obtenida al introducir las restricciones en el orden (1),..., (10). Al introducir las restricciones en el orden inverso
se obtuvo la solucidn que se presenta en la Figura 4.

Fle Edt Sohe Window Help

DS e 2] e |- |uE| BB

B Solution Repont - Cuadrado Supermagice | < |~ il

=1 1

optimal saluriss found. -

c d sclver steps: 83
Yotal sclver iterations: 104955
Elapaed zuntise seconds: V.44

Salucs Sgpermigion

NUM Moo
|

Fig. 3: Solucion obtenida para el caso min = x(1,1), con las restricciones (1),..., (10).

Fle Edt Sohver Window Help - @i
D@ | /@] = || ol <N &S
Glabal cptinmal solution found. B
Objective wvalue;: 1,000000
Objective bound: 1.000000
infeapibilities: 0.,000000
Extended 20iver steps: 5320
Total solver ltezations: 1016232
Elgpsed runtime seconds: 13.44

Solucién del Cuadrasde Supermdgico

For Help, press F1 NUM L

Fig. 4: Solucion obtenida para el caso min = x(1,1), con las restricciones (10),..., (1)
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Colocando las restricciones con numeros impares primero y luego las pares, se obtuvo la solucidn que se muestra
en la Figura 5.

|8 ingo 180 - [Solution Report - Cuadvada Supemagic. = © WL
B File Edit Soher Window Help

| ej@lo] =) |E] B |Es

ound -

1 Cuadrado Supermagico

MFor Help, peess F1 NUM MOD

Fig. 5: Solucion obtenida para min = x(1,1), con las restricciones (1), (3), ... (9), (2), ..., (10)

En este caso, la primera columna tiene un nimero menor (4) que los de la primera fila. Siempre que ocurra esto,
al igual que en el subproblema 3, se toma como solucién al modelo el cuadrado simétrico respecto a la diagonal
principal; es decir, esta solucion se toma como el cuadrado que se muestra a la derecha en la Tabla 2. Este caso,
en los andlisis que se describen mas adelante, se cuantifica como un cuadrado que tiene la combinacién 1-15-4-
14 en la primera fila y la combinacién 1-12-13-8 en la primera columna.

Tabla 2: Dos cuadrados simétricos

1/12|13|18]1|15|4 |14
15/ 6 |3 |10)J12|{6 |9 |7
419(16(5]13|/3 16| 2
1417121118 (10| 5 |11

Como se puede apreciar en las Figuras 3, 4 y 5, el tiempo que requiere el software para hallar una solucién es de
apenas 13 segundos. Un poco mas demorado resulta buscar todas las permutaciones, relativas al orden de
introducir las restricciones, para obtener nuevas soluciones; pero con paciencia y organizacion es posible obtener
multiples soluciones. Por otra parte, algunas soluciones se pueden “forzar” asignandoles los valores deseados a
algunas variables y verificando si existe solucién factible.

Al observar las soluciones de las Figuras 3 y 4, en las que se tienen las combinaciones 1-13-16-4 y 1-16-13-4,
resulta de interés conocer si existe solucién para otras combinaciones de estos valores; por ejemplo 1-4-13-16 o
1-4-16-13. Tomando el orden de las restricciones (1),..., (10), al asignar a la variable x(1,2) el valor 4, se obtuvo
la solucidn de la Figura 6. Al asignar, ademas, a x(1,3) el valor 13, se obtuvo la solucién que se muestra en la
Figura 7.

Al analizar de conjunto estas cuatro soluciones (Figuras 3, 4, 6 y 7) se trato de “deducir” otras. Se mantuvo, en

las soluciones mostradas en las Figuras 6 y 7, los valores extremos y se intercambiaron los del centro; tal y como
sucede en las soluciones mostradas en las Figuras 3 y 4. La Tabla 3 agrupa las seis soluciones descritas.
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Fig. 6: Solucion obtenida para el caso min = x(1,1), con las restricciones (1),..., (10) y x(1,2)=4.
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Fig. 7: Solucién obtenida para el caso min = x(1,1), con las restricciones (1),..., (10), x(1,2)=4y x(1,3)=13.

Tabla 3: Seis soluciones obtenidas para la combinaciéon de nimeros 4, 13y 16.

1/13|/16(4|116(13{4]|1[4|16|13]1 (16|14 |13]1]4|13]|16]1|13]4
8 112/9|5]10/ 7|6 |11|14|15|3 | 2|6 |11|7 |10]15|/14|3 2|8 |12|5
11716 ]10] 8 |9]12|5]7|6(10)11|15|2 |14|3]12|9 |8 |5]14|2 |15
1412 | 3 |15)15(2 | 3 |14J12/9 |58 12|59 (86 |7 (10]11]11| 7 |10

—
(e}

o |W |

En cada caso se analizd si era posible obtener otra solucién diferente que mantuviera la primera fila. Cada solucién
obtenida se compard con las otras para detectar “semejanzas” y “diferencias” y “trasladar esas conclusiones” a
los cuadrados de las otras combinaciones de la primera fila y comprobar si también se obtienen soluciones en
esos casos. En la Tabla 4 se presentan todos los cuadrados que se obtuvieron para las seis combinaciones
diferentes de los nimeros 4-13-16 y el 1 en la posicion x(1,1). Como se observa, existe la misma cantidad de
cuadrados en cada una de las parejas de combinaciones del tipo 1-b-c-d y las del tipo 1-c-b-d. Ademas, en cada
caso coinciden las combinaciones de nimeros de las primeras columnas, aunque no siempre en el mismo orden.

Un proceso semejante se realizd con las otras combinaciones de tres nimeros diferentes, entre 2 y 16 con suma
33, que podian acompafiar al 1 en su fila, en cada uno de los subproblemas.
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Tabla 4: Cuadrados supermagicos obtenidos con los nimeros 4, 13 y 16 en la primera fila.

1/4|13|/16]/1[4|13|16(1[4|13|16]1 |4 |13|16|1 |4 |13]|16|/1 |4 (13|16
811512 1912|143 | 5]12|15|2 | 5]14(15]2 |3 ]|14]15]2 | 3 [15]|14|3 | 2
14/ 511213 )115{9({812|14|9 (8 [3|8[5(12/9]12|9|8[|51]12{9 |85
11/10| 7| 6|6 |7]10j11|7]6|11]10J11/10| 7|6 |7 |6 [11|10({6 |7 |10j11
11314 |16|1 (13|14 161 (13|14 |16]1|13/4|16|1|13|4|16[1 13[4 |16
8112/519112|18]|9[5]12|8|9]5(14/12{5|3]|14|/8|9]3]15[8|9 |2
1412|1513 [15| 3 |14 2 |14]2 |15 3 |8 |2 1519 ]|12|2 |15|5 (12| 3 |14|5
11/ 7 (1066 (10| 7 (11| 7 |11|6 1011 |7 (10| 6|7 |11[6 |10f/6 |10 7 |11
1/4]16(13|1 416|131 |4 ]16(13[1 |4 |16]|13
1411513 | 2|15]14]2 | 3 |14]15|3 |2 ]15]14|2 | 3
11/10/6 | 7|6 |7 ]11|10|7 |6 |10]11]10(11]|7 |6
8[519112]1219|5[8]12|9|5[8[8]5]9]12
1/16/4 (13|11 (16]4 131 |16|4 (131 |16|4 |13
11/6 (10| 7|6 (11| 7 |10| 7 |10| 6 |11]10| 7 |11]| 6
143 |15|1 2|15/ 2 |14/ 3 |14|3 |15] 2 |15|2 |14| 3
81951212598 ]12|5/9|8]|8|9]5]12
1/13/16/4 |1 13|16/ 4(1(13|16/4|1|13|16/4]|1|13]|16|4|1[13|16|4
81129 |5([6(10,7 (1112|8598 (1219|5128 |5 |9(12]|10]7 |5
11/7]16]10(12|{ 8|9 |5]|7]11|10/6]10/6 |7 [11]6 (10[11|7 (6|8 |9 |11
14/ 2 |3 |15(15/3 |2 |14|14|2 |3 |15|15/3 |2 14|15/ 3 |2 |14(15]/3 |2 |14
1/16/13{ 4116|134 (1 (16|13/4|1|16(13|4]|1|16|13|4|1[16[13|4
11/6 |7 ]10(/6 |11]10| 7|7 ]10|11]|6]|10|7 |6 (11|69 |8 |11(12]9 |8 |5
819112/ 5(12|5|8]9]12|5/8[9]|8]9(12|5(12|7|10/5]|6 |7 10|11
14/ 312 |15(15]/ 2|13 (141413 | 2 |15]15/2 |3 |14]15] 2|3 |14(15]2 |3 |14

RESULTADOS Y DISCUSION
Subproblema 1
De las 114 combinaciones posibles, para 44 de ellas el software detectd que no existe solucion factible. Estas

combinaciones se muestran en la Tabla 5. La Tabla 6 hace referencia a los cuadrados en los que las combinaciones
dadas aparecen en la primera columna.

Tabla 5: Combinaciones de valores de la primera fila, para las que no existen cuadrados magicos

1/15/16]|2 1|5 |13|15|1|6 [13|14|1]|7 |11]15]1|9 |10(14]1|9 |11|13]1]10|11]12
1/16/15/2|1|13|5|15|1|13|6 |14]1)11| 7 |15]1|10|9 [14]1|11]|9 |13]1[11|10]12
1/14/16|3|1|5]15|13]1|6 [14|13]1| 7 |15]11]1]|9 |14|10J1 |9 |13]|11|1|10|12]|11
1/16/14[3|1|15]5|13]1)|14|6 |13]1[15|7 |11]1|14|9 |10J1|13]9 |11|1|12]|10]11
1/12)16|5]11]13]15/5]1|13|14| 6 |1]11|15|7|1]10]14|/9]111|13]9]1)11|12]10
1/16/12|5J1/15/13|5]1/14/13| 6115|117 ]1|14/10/ 9113|1119 ]1]12/11]10

1/8]16]|9

1/16/ 819

En la Tabla 7 se presentan las 70 combinaciones para las que se obtuvo solucion. Estas aparecen ordenadas sobre
la base de los tres nimeros que acompanfian al 1. En cada caso se indica: la cantidad de cuadrados diferentes en
los que dicha combinacion aparece en la primera fila (F), la cantidad en la que aparece en la primera columna (C)
y la suma de ambas (S). Se puede observar que, en todos los casos, coinciden la cantidad de cuadrados de las
combinaciones de las formas: 1-b-c-d y 1-c-b-d; es decir, las que intercambian los elementos centrales.
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Tabla 6: Combinaciones que aparecen en la 1@ columna, en cuadrados con un nimero menor en la 12 fila.

No. Combinacion | T Combinaciones en la 12 fila

1 1 [5]12]16]2]|114154-115144

2 |11(12(5]|16]12]|114154-115144

3 1 [6]11]16]2]114154-115144

4 |1]11]6|16]2]114154-115144

5]11|6|16|11]1]|115414

6 |1]16/6|11]1]141514

7 |1|11|16| 6] 1]|114415

8 |1|16]/11|6]1]141415

9 |1]|6(12|15]13]113164-116134-116134

10 |1 ]12|6 |15 3]1113164-113164-116134

11 |11 |6 |15(12] 1116413

12 11 ]15/6 [12] 11141613

13 11 ]12(15/6|4]1131416-114316-141316-113416

14 11 ]15(12| 6 |4]1131416-114316-141316-113416

15]11]|7[10/16|18]112156-112156-115126-115126-114154-114154-115144-115144

16 | 1 |10/ 7 |16|1 8 ]112156-112156-115126-115126-114154-114154-115144-115144

17 11|17 1(16/10] 2 |1114415-112615

1811 ]16/7 |10]2]141415-1612 15

19 11]10]/16| 7| 2]115414-115612

2011 |16(10|7]12]|141514-161512

2111 |7 (12]14)12|116134-116611

22 111|127 1412 |113164-161611

23 11|17 (14|1214]161116-111616-116116-116413

24 11 (147 11214 1161116-111616-111166-141613

2511 1(12(14|17141141316-113416-161116-111616

26 | 1 (14(12|17141141316-113416-161116-111616

27 11 (8 [9116]12|171412-114712

28111981612 |171412-114712

29 111916/ 8]5]141415-141514-114415-115414-171412

30]1(16/9|8]5]141415-141514-114415-115414-114712

31 11|8(10|15] 6 |151612-116512-111166-113164-112714-114712

32 11|10/ 81516 |151612-116512-116116-116134-171214-171412

331]1|8(15|/10]1 6 ]141316-113416-161116-111616-112147-114127

3411|15/8 101 6 |141316-113416-161116-111616-112147-114127

3511 [10(15| 8110|1314 16- 1143 16-116413-1512 16-1516 12-1125 16-1165 12-1166 11-17 12 14-171412

36 | 1 |15(/10| 8 J10|13 14 16- 114 3 16-141613-1512 16-15 16 12-1125 16-1 165 12-16 16 11-112714-114712

37 11 |8(11|14141113164-112615-115612-110167

3811|118 |1414|116134-161215-161512-116107

3911(8(14|1116|141316-171016-110716-112156-113416-115126

40|11 |14 8 |11]6]141316-171016-110716-112156-113416-115126

4111|1114/ 8]6]116413-161215-161512-171610-116710-1167 10

42 1114|118 6]141613-112615-115612-171610-171610-1167 10

4311 |18|12|13]6]114154-115144-161116-111616-171016-1107 16

4411|1218 |13]6]114154-115144-161116-111616-171016-1107 16

4511 |8 |13|12]6|131614-116314-114415-115414-111166-110167

46 | 1 |13 8 |12] 6 |131614-116314-141415-141514-116116-116107
121516-115216-116215-131614-116314-114415-115414-161116-

A7 1121138 1114 61611-111616-1716 10
121516-121615-115216-131614-116314-141415-141514-161116-

4811311218 |11 111616-116611-1167 10
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Tabla 7: Combinaciones de nimeros para las que se obtiene solucién al subproblema 1.
Combinacién |F| C [S] Combinacion | F |C| S | Combinaciéon |F|{C| S | Combinacion | F | C | S
1|2 ]15|16]2| 0 |2]1|14]|15/4]10|0|10]J1|7 |10|16]4|8|12|1|8 |15|101 0 | 6 |6
1|15 2 [16]2| 0 |2)1(15/14|4]10]0]10J1|10| 7 |16]4|8[12]1|15|8 |10] O 6 | 6
12 |16[15]1| 0 |1]J1|5]12|16]2 |2|4]1|7 |16|/10]|4|2|6|1|10]|15|/8 | 0 |10 |10
1(16( 2 [15]1] 0 |1)1|12|5|16]2 |2|4|1|16]| 7 |10]4|2|6]1(15]|10[8] O |10 (10
1/3]14|16]4| 0 |4]1|5|16[12]4 |04 ]1|10|16| 7 ]2]|2|4 1|8 |11|14] 0 | 4 |4
1|14 3 16|40 |4]1(16|/5 |12]4 0|4 |1]16]10|7|2]|2[4]1[11|8[14] 0 4 | 4
1/3]16(14]4|0 |4]1| 6 |11|16]10|2(12]1| 7 |12|14]2|2|4|1|8 |14|11] 0 | 6 |6
1/16]/ 3 [14]4| 0 |4]1|11]|6 [16]10|2(12]1|12|7 [14]2]|2|4|1|14|8 |11l 0 | 6 |6
1413|1680 |8]1|6(16|11|3 |14 |17 |14]|12]5|4[9]1|11]|14|8] 0 6 | 6
1/13/4(16|8| 0 |8]1|16| 6 [11]3 |14 ]|1|14|7 [12]5]|4|9|1[14|11|8] 0 | 6 |6
114(16|13]4| 0 |4]1(11(16|6 |3 |14 |1|12]|14|7]|2|4|6]1|8 |12]|13] 0 6 |6
1/16/ 4 (13]4| 0 |4]1|16|11|6 |3 |1[4]1|14|12|7]2]|4|6|1[12|8|13] 0 | 6 |6
1/13/16| 416/ 0 |6]1|6|12|15]13 |36 1|8 |9 [16]0]|2|2|1|8|13|12] 0 | 6 |6
1/16/13{ 46/ 0 |6]1|12|6 (1513 |3|6]1|9 |8 [16]0]|2|2|1|13|8 |12 0 | 6 |6
1/4|14|15|6|/ 0 |6]1| 6 |15[/12]13 |1(4]1|9|16/8]0|5|5|1|12|13|8 | 0 |11 |11
1|14 4 [15|6| 0 |6]1|15|6 |12]3 |14 ]1]16/9 |8 ]0|5[5]1(13]12|8] 0 |11 |11
1/4]15(14]6| 0 |6]1|12|15|/6 |6 |4]10]1| 8 |10[15]0|6] 6
1[15] 4 [14]6] 0 |6]1[15]12] 66 4[10[1]10]8 [15]o]6]6| oW 208|208
En la Tabla 8 se presentan los 208 cuadrados supermagicos obtenidos como solucién al subproblema 1.
Tabla 8: Cuadrados supermagicos con el 1 en la posicion (1,1).
1|2 |15/16]1 |2 [15/16)1 |2 |16|15]1 |3 |14|16]1 |3 [14|16]1 |3 |14|16]1 |3 |14]|16
12(14 3 | 5]13|14|3 | 4|13|14[ 4 | 3]10[13|4 |7 112|13[4|[5]15]13|4 |2 ]15/13[4 |2
13/ 7110{ 4127 ]|10| 512|719 |6]|15/6 112 ]15(8 |9 (2106|117 12|89 |5
8|11/6(9]8|11/6]9|811|{5(10]8 |12({5|9]6 (10| 7 |11]8 |12|5|9]6 10| 7 |11
1[3(16|14]1 |3 |16|14|1 |3 |16|14]1 |3 |16[14]1 |4 [13|16]1 |4 [13]|16]1 |4 |13]|16
8 (15| 2 [ 912|152 [ 5]13|15|2 |4 ]|13|15|2 |48 (14|13 [9]|8 152 |9]12|14|3 |5
13/ 611/ 4]13|10|7 | 4|8 |6 [11|9]12|10| 7 [5]15|5 (12| 2]14|5|12|3]15/9[8 ]2
12{10/5/7])8 6|9 |11]12]|10|5| 7|8 |69 |11]J10|11|6 |7 ]11]|10/7 |66 |7 [10]11
1/4(13|16]1 |4 [13|16]1 |4 |13|16]1 |4 |13|16]1 |4 [13|16]1 |4 ([14|15]1 |4 14|15
12(15/ 2 | 5]14(15| 2 |3 |14|15] 2 | 3]|15[/14|3 [ 215|143 [2]9|12|6 |7 ]13|16][2 |3
1498 |3]8|5]12{9]12]|9 |8 |5]8|5]|12[{9 12|98 |5]16|5 11|28 |5]11]10
7|6 (11|10]11|10| 7|67 |6 |11|10)J10|11|6 |7 )6 |7 |10|11})8 |13 3 |10J12]9 |7 |6
114141511 |4 ]|14[(1501 |4 |14|15]1 |4 (1415|114 |15]/14]1 |4 |15|/14)11 |4 (15|14
13[16/2 | 3]16j11| 5|2 ]|16]13[3 |2 ]16]13|3[2 ]9 12| 7 |6]13|16|3 |2 ]13|16[3 |2
1297 |6]9]|6|12|7]|7|6[12|/9]11]10|/8[5]16|/5(10(3 |8 |5 |10]|11]J12|9 |6 |7
8511108 |13 3 |10]J10|11|5|8]6|7]|9|12]8 |13]2 |11]J12/9 |6 |7]8|5]10]|11
1[4(15/14]1 |4 |15]|14] 1[4 [15/14]1 |4 |16(13]1 |4 (16(13]1 |4 |16|13]1 |4 |16]13
1610/ 5|3 ]16)13| 2 |3 |16]13| 2 | 3|14|15|3 |2 ]14|15|{3 |2 ]15]|14|2 |3 ]15/14|2 |3
9712|667 ]12|(9]10f11|8|5]7 |6 |10|11})11j10|6 |7 )6 |7 |11|10]J10|11|7 |6
8 (132 [11J11]10| 5|87 |6 [9(12]12]9 |5 /88|59 (12]12/9|[5[8]8[5]9]12
1 [5(12(16)1 |5 (12|16]J1 |5 |16|12]1 |5 ]16(12]1 |5 |16|12]1 |5 (16(12]1 |6 11|16
10{11| 6| 7]15/11|6 | 2|8 (143 |9]10|14|3 |7 ]10(14|3 |7 |15/14|3 |27 |15|2 |10
15(4 (13| 2]10/ 4 |13|7]10[ 4 [13| 7|8 |4 |13[9J15|11|6|[2]10|11|6 |7 ]14|4[13]|3
8|14/ 3 (9|8 [14(3]|9|15/11|{2|6]15|11[2|6]8 (4|9 |13]8|4|9(13]J12/9 8|5
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Tabla 8 (Continuacion).

1|6(11)16]1 |6 |11|16|1 |6 |11|16]1 |6 |11[16]1 |6 |11]16|1 |6 |11]|16]1 |6 |11]|16
811215198152 |9|12|10|7 |[5]12|15]2 | 5]12|15|2 |5]13|10|7 |4]14]15|2 | 3
1513 /14| 2]12/3 14| 5|13|3 (14|48 [3|14[{9]14/9 (83123 |14|5]17|4]13]10
10({13/4 | 7]13/10|/ 7 |48 |15/ 2 |9]13]/10/7[4)7|14(13/10]8]15/2 912|985
1| 6(11)16]1 |6 |11|16]1 |6 [12)1501 |6 |12|15])1 |6 (12]15]1 |6 |15]12]1 |6 |15]12
14(15/ 2 | 3]|15)12| 5|2 |11]|16|2 |5]11]16|2 [ 5]16|11|5|2]11]|16|5|2]16|11|2 |5
12{9/8|5]8(3]14{9]8|3[13|10]14{9 |7 (417 14(14{9]14]9|4|7]10|13[8 |3
714(13/10J10(13|/4|7]14|/9]|7 /4183 /13{10410/13[3 (818 |3 (10)13}]7 (4109 |14
1|6(15)12]1 |6 |16|11|1 |6 |16|11]1 |6 |16(11)1 |7 |10j16]1 |7 [10]|16]1 |7 |10]|16
1116 5|2 ]12(15| 5|2 |12|15|5 |2 |15]12|2 |58 |12|{5[(9]8 (143 |9]12|14[3 |5
8 13]10/13]7|4|10]|13|13|10{ 4|7 ]|10|13|7 |4]14|2 |15|3|12|2 |15|5]8 ]2 |15]9
14{91417]14/913[8]8|3[9/14]8[3/9[14)11/13{46]13]|11/6]4]113|11|/6 |4
1|7(10)16)1 |7 ]12|14|1 |7 [12|14|1 |7 |14[12)1 |7 [14(12|1 |7 |14]|12]1 |7 |14]12
14112/ 5|13]10j/16| 3 |5]10|16[3 |58 13| 2 (1119 |15{4[6]9]15/4]6]10|16]5 |3
812 (15/9|8|2|13]|11)15/9[6[4]9|4(15/6]8 |2 |13|11|16|10|5|3]8 ]2 |11]13
11{13/4/16]15/9 16 4|82 [13/11]16]/10/ 3 [5]16/10{3 |[5]8 ]2 (11]13]15/9]4 |6
1|7(14)12|11 |7 ]16|10] 1|7 |16|10)1 |7 |16]10)1 |7 |16(10|1 |10|7 |16]1[10]|7 |16
10(16|5|3]11(13|14|6]12|14|5|3|14]12|3|[5]14|13{4(3]8|15/2|9]8|15][2 |9
15/9/4|16]14/12| 5|3 |13|11[4|/6]11]13|/6[4]11|12|5|6]12|3 |14|5]14|5 (12| 3
812 (1113|182 9151812915182 [9)15]8 |29 |15]13|6 |11/4]11]|4|13]|6
1|10/ 7)16]1 (10| 7 |16] 1 |10]16| 7|1 10|16 7|1 |11|6|16]1 |11|6|16]1 |11]|6 |16
12{15/2 | 5]14(15|2 | 3|8 |15{9 | 2|8 [15/9(2]17|13{4(10]8 (143 |9]18|14[3 |9
813(14/9|8|5(12|9|11|/4|6[13]13|6 |4 |11]14|2 |15|3|12|2 |15|5]15]5 |12]2
13/ 611/ 4]11/4 13| 6|14 5|3 |12]12|3 |5[14)12/8 9 |5]13|7 (10141104 |13]|7
1|11/6)16]1 (11|16 (16| 1 |11|6 |16]1 |11 |6 [16]1 |11]|6 (16| 1 |11|/6 |16]1 [11]|6 |16
1218 19|5]12/14|3 | 5]12|14[3 |5]13]/14|/3 (4114|189 [3]14|13|4|3]15|14[3 |2
1412 15/3]|8|2]15|9|13|7 (10| 4]12|7 |10 5122 |15/5]7 |2 |15]10]8 |5 (12| 9
7 13/4)10)J13|/7 )10/ 418215/ 9182 15{9]1713{4/10]J12|8 951104 |13]|7
1|11/16) 61 |11)16| 6|1 |11]16) 6|1 |12|5|16]1 |12|5|16]1|12|6 |15]1 |12]6 |15
81141931814/ 9|3]|14,8[3[9]10|13/4|7]15(13|/4|2]|7]14]4|9]8]13|3 |10
1047 |13]13|7 |4 |10] 7 |13]10| 4|15/ 6 |11|2]10|6 (11| 7]16]|5 |11|2]J11|2 [16|5
15/ 5212122 | 5|15)12|2 |5 (15]8 |3 (14[{9|8 |3 [14/9]10]3 (13|8]14/7]9 |4
1|12/6 15|11 (12|17 |14]1|12|7 |14|1(12|14|7 |1 12|14 7|1 ]12|15|]6]1|12]|15]6
14171914]15/6 |19(14]|8|13]2|11]8[13|11[2]J15/6 (49171941417 (14|19 |4
1112 (16| 5]10/ 3 |16|5]10| 3 |16|5]15/6 |4 |98 1311|2108 |13|3]10|3 |8 |13
8§ 113/ 3(10]8 13| 2 |11}15/6 (9 (4]10|3 |5 )16]10/3 |5 |16}J16|5 |2 |11]16]5 |2 |11
11215/ 6|1 |12]15| 6|1 ]12]15/6]1|12|15]/6]1|13|4|16]1|13|4]16]1[13]|4 |16
8 113|103 |10 8 |3 |13]10/13|{8|(3]14|7[4|19]8(12|5|9]|8[12]|5|9]12]/8|9]5
141714191719114{14]1714[19|14]8[13|10]3]14|2 |15/3]15|3 |14|2]14|2 15| 3
1112 | 5/16]J16/ 5| 2 |11]16| 5|2 (11112 |5 [16J11| 7 |10/ 6]10|6 (11|77 [11]6 |10
1|13/4)16]1 (13|14 |16]1|13|4 1641 |13|/4|16]1 |13|4(16]1|13|16|/4]1|13]|16| 4
12189 |5]14/ 8|9 |3]14|12|5|3]15/8 |9 [2]J15|12|5|2]6|10|7 |11]8 |12]|9 |5
15(3 /14| 2]12/2 15| 5|82 (15/9]12/3 145183 (14/9]12/8 |9 |5]10/6|7 |11
610, 7 |11} 7 (116 |10}11|7 |10 6] 6 (10| 7 |11]10)6 11| 7 |15|/3 |2 (14|15/3 |2 |14
1|13/16/4]1(13]16|4|1|13]|16|/4]|1|13|16(4]1|14|3[16]|1|14|3 |16]1[14]| 3 |16
8112195128 |5]|9|12/8|5|9]12|10/7|5]10f11|6 |7 12|98 |5]15]/9 |82
1176|1016 (10j11| 7|7 11|10 616 |89 ]11]15|/14 13| 2]|15|/4|13|2]|12|4[13|5
1412 | 3 115]15/3 | 2 |14]14| 2 |3 |15/15/3 | 2 (14)8 | 5(12/9]6 | 7 |10]11})6 | 7 [10]11
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11413 |16]1 |14 4 (15| 1 (14| 4 |15]1 (144 [15]1 (14| 4 |15]1 |14|4 |15]1 (14| 4 |15
15/11/6 | 2|7 (126 (9|8 |11|5|10)9 (12|67 |11|8|10|512|7 |9 |6|16]11|5 ]2
104 13| 7]16|3 |13|2|13| 2 |16|3]16|5|11|2]16|3 13| 2]|13|2|16|3]19|6]12]7
8512 10| 5 |11 12/719/6]83(13/10)6 9|7 [12]8 |11[5]10]8 | 3 |13|10
114 121111417 |12 14| 7 (1211 (14| 7 [12]1 |14| 7 [12]1[14]12| 7|1 |14|12| 7
8112 13| 8 |13| 2 |1119 |15 4 |16]15|4 |9 |6]16|/5|10| 3|8 |11]13|2]15/4 |69
10/5/16/3 19[4 /15/6 |8 |2 |13|11)]10|5[16|3 ]9 |4 |15|/6]15/4 |6 |98 11]13]2
15/4/9(6|16/3 10/ 5|16/3 (10|58 (112 |13]8 11|22 |13]10|/5 |3 [16J10]|5 |3 |16
1)14)15/4 |1 |14(15/ 4|1 (14[15| 411 |14[15]/4|1]14|15/4 |1 |14|15/4 |1 |14|15| 4
5111|8106 |12|9 7|7 |96 |12})7|12|9|6]|8|11|10|5]10|/8 |5 |11]J10j11|8 |5
126 9|7]11|5|8|10J10| 8 |11 |5]10|5 |8 [11)J12|7 |6 9|7 |9 12|67 |6]9]12
16| 3|2 (13|16 3 |2 [13|16]3 |2 |13)16|3 |2 |13]13|2 |3 |16]16| 3 |2 [13]16] 3 | 2 |13
1)14)15/4 |1 |14|15 114|151 4] 1|15/ 2 |16]1 (15| 2 [16]1 |15|4 |14]1[15]|4 |14
118 |5|10)12| 7|6 |9]12|9 |6 | 7]|12]|10| 7 | 5]13|10|7|4]6|12|7]|9]8|10|5 |11
6 1912|718 |11|10| 5|58 [11]10J13|3 (14[4|12|3|14|5]|16|2 |13|3|13|3|16]2
16/3 |12 (13|13/2 3 [16J16]/3 |2 |13}]8 |6 (11986119115 (10(8|12|/6 |9 |7
11514 |14]1 |15| 4 11514 |14]1|15/4 |14 1 |15/ 6 [12]1 |15|6 |12 1 [15][6 |12
9 (12| 7| 6]10[ 8 |11| 51269 |7]16]10|5 |3 |8 (103 [13|10|8 |13|3J14[4]19]|7
16510/ 3)16]2 |13 3 13| 3 [16| 2|9 |7 |12|6J11|5 (16| 2]16] 2 |11|5]J11|5[16]2
82 (13|11} 7[9|6(12)8|10|{5(11])8 |2 |13|11|14[4 (9 (7|79 (144 ]|8[10] 3 |13
115126 )1 |15|12| 6|1 [15]12| 6|1 |15|/12|6 |1 |15[|12/6]1|15|12|6]1|15]|14| 4
7191411417 |14(9(4|18(10(13| 3108 |3 [13]10|13|8 |3 |14/4|7|9]|5]11]/8]10
10/ 813|310/ 3 |8 (13|14 4 |7 191719141417 14|19/|14|8|10|13|3|12|/6]9 |7
162 |5 |11)16]2 | 5 |11]11| 5|2 |16]16]2 |5 [11)J16) 2 |5 [11]11|5 (2 |16]16|/ 2| 3 |13
115|144 |1 |15(/14| 4|1 (15[14| 411 |15[14[ 4|1 |15|/14|/4 |1 |15|/14|4 |1 |15]|14| 4
6 (1297171961217 ]12]|9 /6|8 |10|11|5]10|/8 |5 |11]10|11 |8 |5]11|8 |5 ]10
11|58 |10]J10| 8 |11|5]10| 5|8 |11]12|6 |7 [9]7 |9 [12|6]7|6|9]|12]6|9]12]7
16| 2 |3 |13]|16|2 |3 |13]|16| 2 |3 |13|13|3 |2 |16|16| 2 | 3 |13]|16| 2 |3 |13]16| 2| 3 |13
115|144 |1 |15(14 (4|1 16| 2 |15]1 |16[3 [14]1]16|3 |14|] 1 |16|3 (14|11 16| 3 |14
12/6 719112/ 9 6 [7]12]/9|7|6]8|11|6]|9]12|7|10|5]13|7|10/4|13|11]|6 | 4
81011 |55 |8 |11]10|13|4 (14| 3 |13|2 |15/ 4 ]|13| 2 |15|4 12| 2 |15|5]8 ]2 |15]9
13/3/2|16)16/2 |3 |13} 8 |5 |11|10)J12|{5|10| 7|8 9|6 (11|89 |6 [11|12]|5|10] 7
1|16/4|13]1 (16| 4 |13]1 |16 4 |13]1 16| 4 [13]1 |16 5 |12]1|16|5|12]1|16]| 5 |12
6 (11| 7 |10]J10| 7 |11| 6| 7 |10| 6 |11fJ11|6 |10| 7|8 |13|4|9]10|6|11]|7]10|13]|4 |7
15/ 2114|315/ 2 (14| 3|14 3 |15| 2143 [15]/ 2|10 3 |14|7|15/3 |14|2 |8 |3 [14]|9
12/5/9(8|8[9 (5112|1259 |8]8[9|5]12]15]/2 |11/6]|8 |9 [4([13]15]2 |[11]|6
1165|121 |16/ 6 |11]1 (16| 6 |11])1 |16|6 (11|11 |16| 7 |10] 1 |16| 7 10|21 (16| 7 |10
15/6 (11| 2]7]10| 4 |13]10| 7 [13|4]|13| 4 |10| 7 J11|5[12|6]|11|6 |13]|4]13|4|11]6
10 3 (14| 7]12|5|15| 2 |15| 2 |12|5]12|5|15(2]14|4 (13| 3]14|3 |12|5]12|5 (14| 3
8/9/4(13]14/3/9/8}8,9([3/1418|9(3/14]8[9|2(1518]9]2(15]8]9|2]15
1|16/ 7 |10]1 |16]|10| 7|1 [16]10| 7|1 |16|11|[6 )1 |16(11|6]1|16|11|6]1|16]|13| 4
14| 51213 )11/ 6 |4 |13]|13|4 |6 |11]7 ]10|/13|4]10| 7 |4 [13]13|4 |7 |10]6 |98 11
11{4 13/ 6891528915/ 214/ 3 |/8[9]18|9(14/3]8]9|14|3]12|7]10]5
8192 ([15]14|3 |5 [12)12|5 |3 [14]12|5 (2 |15])15[2 |5 |12]12|5 |2 |15]15|/2 | 3 |14
11613141 (16]|13|4]|1|16]13|/ 4|1 (16|13|4]1|16|13| 4
6 (1110 7|7 |10]11|6 10| 7 |6 |11]J11|6 |7 |10J12]9 |8 |5
12|58 912|589 |8]9|12|5]18[9]12|5]6]|7]|10]11
1512 |3 |14]14|3 | 2 [15]15| 2 [ 3 |14]14|3 | 2 [15]15| 2 | 3 |14
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Subproblema 2

Para resolver este caso solo se requiere cambiar en el Modelo: min = x(1,2). Las restricciones son las mismas y
el orden en que se introducen también influye en las soluciones que se van obteniendo. Como se observa en la
Tabla 9, coinciden las mismas combinaciones de nimeros para las cuales no existe solucién factible; ahora, con
el 1 en la segunda posicién de la fila.

Tabla 9: Combinaciones de valores en la primera fila, para las que no existen cuadrados magicos.

15/1/2|16J13|1|5|15|13|1|6 [14|11|1| 7 |15]10({1|9 |14]|11|1|9 |13]11|1|10|12
16/1/2(15]15]1|5|13|14|1|6 [13]J15|1| 7 |11])14|1|9 |10]13|1|9 |11|12]1|10|11
14/1|3|16]5]1|13]|15|6 |1|13|14]7 |1[11|15019(1/10|14]9 |1[11|13]10|1[11|12
16/1/3(14]15]/1|13| 5141|136 |15|/1|11|7|14{1/10|9 131|119 |12|1|11]|10
12/1|5/16]5]1|15]|13|6 |1/14(13]7 |1|15|11]19 |1|14]10]9 |1|13]|11|10]1|12|11
16/1/5(12J13|1]15| 5131|114/ 6|11 /1[15) 7J10({1/14|9 |11 /1[13)9J11{1[12|10

8119 ]16

16/1/9 |8

En la Tabla 10 se presentan las 70 combinaciones para las que se obtuvo solucion. En este subproblema, como
no hay cuadrados simétricos manteniendo el 1 en la posicién x(1,2), solo tiene interés la cantidad total (T) de
cuadrados en la que dicha combinacion aparece en la primera fila. Como puede apreciarse, ocurre algo similar al
subproblema 1; lo que ahora hay coincidencia en la cantidad de cuadrados en las parejas de combinaciones del
tipo a-1-b-c y c-1-b-a; es decir, las que intercambian los elementos extremos.

Tabla 10: Combinaciones de nimeros para las que se obtiene solucion al subproblema 2.

Combinaciéon | T | Combinacién | T | Combinacion | T | Combinacion | T | Combinacion | T
2 |1|15|16]1]14|1|4 |15]6 | 6 |1|16|11]|14|12|1| 7 |14] 6] 8 |1]|15]10] 8
116|115 2|1 ]15(1| 4 |14]6 |11|1]|16]| 6 |14]|14|1| 7 |12] 6 |10|1[15(8 | 8
2|11|16|15] 2|4 |1|14|15]6 |12|1|6 |15|6 | 7 |1]12|14]4]11]|1]| 8 |14] 8
15/1|16| 2|2 |15(1(14| 416 ]15|1| 6 |12|6]|14|1]|12|7 |4 ]14|1[8 [11] 8
311|14|116]14 |14 (1|15[/14]110)6 |1]12]|15|8 |7 |1]|14|12]|13|8 |1|11|14] 6
1611|141 314 |14(1|15| 4 ]110)15|1|12| 6|8 |12|1|14| 7 |13]14|1|11|8 ]| 6
311|16|14]14 |5 (1(12](16]14]16 |1]15]12]18]9 (1|8 |16]5|8|1|14(11] 4
1411|1161 314 |16(1(12| 514 112|115/ 6|8 |16|1|8 |9 ]|5|11|1|14|8 | 4
1311141616 |5 (1(16[1214)110|1|7]|16]14 |8 |1]|16|19]|6 12|18 [13] 8
1611|4131 6 |12(1|16|5]14)116|1|7]|10]4 ]9 |1|16|8 ]| 6 |13|1|8 |12] 8
4 |1(13|1614J11|1|6|16]4]7 |1|10|16] 6 |10|1| 8 [15]110)8 [1]12]13]11
1611131414 ]|16(1|6 |1114]16|1]|10| 7|6 |15|1|8 |10J10J13|1|{12|(8 |11
4 (1(16(13)1216 |1|11|16]4]7 |1|16|10]14] 8 |1|10(15]16 |8 [1]13]12] 6
13/11/16| 4 |12]16(1[11| 614 ]110|1]|16]| 7 |14]15]|1]|10| 8|6 |12|1[13|[8 ]| 6
Total | 464

En la Tabla 11 se presentan, siguiendo un orden ascendente entre los tres nimeros que acomparian al 1, los 464
cuadrados supermagicos diferentes y asimétricos obtenidos como solucion al subproblema 2.
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Tabla 11: Cuadrados supermagicos con el 1 en la posicion (1,2).

2 11(15)16]2 (1 )16|15] 2 |1 ]16|15]3 |1 |14[16]J3 |1 |14/16|3 |1 [14]|16]3 |1 14|16
14(13/3 |1 4]11/13|/4|6]14|13|4 | 3|8 |15/ 2[9]12|15]{2 | 5]|13|15|2]|4]13|15]2 |4
111810/ 5]14/ 893|118 [9|6]13/6|11{4]13|10{7[4]8|6|11]9]12|10[7 |5
711261917 (125 |10} 7 |12]5 /10f§10j12, 7|56 |8 |11/9]10]12|7 |5])6 8 [11]9
311(16|14]13|1)16|14|13 |1 (16|14]3 |1 |16(14]4 |1 |13/16]4 |1 |13]|16]4 |1 13|16
13{15/4|12]13(15|/4 |2 |15]|13|2 | 4|15]13|2[4]14|15{3 [2]14|15|3 |2]15|14[2 |3
816|9(11]12]10| 5|76 |8 |11|9]10|12|7 |5]7|6|10|11)11|10|6 |7 ]6 |7 |11]10
10{12/ 5/ 7]16(8]9(11]10]|12|5|7]6 |8 /9(1119)12{8(5]5]8(12/9]19 (12|85
411|13/16]4|1|14|15|14 |1 (14]15]14|1(14|15]4 |1 141514 |1 ]14|15]4 |1 |14]|15
15(14/2 | 3]12|/ 9|6 | 7|13]|16(3 | 2|13|16|3 [ 213|118 | 2]16]13|2 |3 ]16|13[2 |3
10(11/7 | 6]13|8 11| 2|76 [9|12]11]10|/ 58126 9| 7|58 |11]10]9|12]|7 |6
5(8(12/9]5(16|3|10J10{11|8 /516 |7 112{9])15)16[3(10]9]12|7]6]5[8]11]10
411]15/14]14 |1 15|14 4|1 |15|14]4 |1 |15|/14]4 |1 ]15]/14]4 |1 |15|14]4 |1 |15|14
711612198 (11|5|10]9 (162 | 712|917 613|108 [3]13]|12|6 | 3]13|16][2 |3
10{ 511|813/ 6 12| 3|8 |5(11|/10J13|8 |10|{3 12|79 |68 |5|11]10]6 |7 ]9 |12
13{12/ 6 13]19(16|2|7]13|12|6|3]5]16/ 2 [11)5 162 (11]9 |16/ 2 | 7]11/10[8 |5
411]15/14]14 |1 |15|14]14 |1 (15/14]4 |1 (16|13]4|1|16|13]4|1]16|13]4 |1 16|13
13|16/ 2 | 3]16(13|3 |2 |16|13|3 | 2]|5]14|3 [|12]5 15[ 2 12|16 |12|5]11]19|14|3 |8
10{11/5|8]5(8|10(|11]9|12|6|7|15/8|9[2]14|/8 |9 [3]15]7|10]2]J15|12|5 |2
7161121919126 |7]|5(8]10/11f10j11 /6 |7 J11|10| 7 (6]9]14/3 |86 |7 [10]11
411]16(13|14 116|134 |1(16(13]4|1(16|13]4 |1 1613|141 ]16|13]4 |1 16|13
911512 | 8|11|15|/6 | 2|14|15|2 |3 ]|14|15]/2 |3 ]|15(11|2 |6 |15]|12|5|2]15]|14|3 |2
14112/ 5|13]14/1013 |7 |5|8[912]9]12|5[8]10/14|7 3|6 |7 |10]11]5 |8 ]9 |12
7|6(11)10)5 (89 |12J11]|10| 7 |67 |6 /11({10)5 18[9 (12]9|14|/3 |8]J10(11|6 |7
411]16|13| 5|1 |12]16)5|1[12/16]5 |1 |12|16]5 |1 |12|16|5|1]16|12]5 |1 |16]|12
1514/ 3 |1 2]8|14|3|9]10|14|3 | 7]10]/14|3 |7 ]15|/14|{3 | 2]10]|14|7 |3]10|14|7 |3
9112|5|8]10]4 (13|78 |4 (13]/9]|15|11/6|2]10(11|/6 |7 |84 |9 |13]15]11|2 |6
6|7 (10)11}J11(15/6 |2 |J11|15/6 /2|48 /13[{9]14 8 [13/9]11]15/2]6]4[8]9]13
51116125 |1]16|12]6 |1 |11/16J6 |1 |11|16])6 |1 |11/16]6 |1 |11]|16]6 |1 12|15
14110/ 3 | 7]14(10| 3 |7 |12|15|5 |2 |12|15|5|2)15|12|2 [ 5]15]|12|2 | 5]4|16[5 |9
41813/ 9J11|15|/6 2|7 |4|10]13]13|10/4|7]4|7|13|10J10|13|7 |4]13|3|10]| 8
11(15/2 1 6]14(8]19(13]9(14/83]3[8/14{9]19114{8(3]3[8(14|/9]11/14[7 |2
6 11(12)15]6 |1 ]12|15|]6 |1 |12)15)/6 |1 |12|15]6 |1 [12/15]6 |1 |12]|15]6 |1 ]12]15
811013 |13]9|16|5|4|11|14|7 |2 |11|16/5|2]11|16|5|2|16]11|2 |5]16]11|2 |5
111714/ 2|8 (3]10|13|8 |3 [10|13]7 4|9 [14]13|10{3 |83 |8 (13]1019|14]|7 |4
9116541114/ 7]2}916[{5[4]10(13/83]4[7/14{9]19]14]7[4]3]8]/13]10
6 11(15)12]6 1151216 |1 |15/1216 |1 |15(|12])6 |1 |15/12]6 |1 |15|12]6 |1 |15]12
31162 13|11 |8 10| 511|162 | 5f11/16|2 |5]13|16]2 |[3]14|7 |9 ]14]16|11|5 |2
14191714114/ 9|171414]17[9|14]10]/13|3[8]14|19|7]14]11]10/8|5]13|8]10]13
111810/ 5]3 (16| 2 |13]13|10/ 8 |3]7 |4 /14[{9J11/8[10/5]3 |16/ 2 |13]19 (14|14 |7
6115|1216 |1 |16j11|]6 |1 16|11} 6 |1 |16(11|6 |1 |16|11]6 |1 |16|11]6 |1 16|11
1611 5| 2]3(12|5 (14| 3 |14|7 |10] 3 |15|2 [14]7 |10| 3 [14]7 |15|10] 2] 9 |15]2 | 8
911414 |7 |15|/8 912131498128 [9]|5]9|8|13{4]12]4|5|13]12]14|3 |5
318(10)13}10(13|4 |7 |12|15]2 | 5(|13]10| 7 [4J12|15{2(5]9 (14387 [4]13]10
6116|116 |1 )16|11|6 |1 (16|11)6 |1 |16(11]6 |1 |16(11]6 |1 |16]|11]J6 |1 [16]|11
91125 |8]10|12| 7| 5|12|10| 5| 7|12|15/2 | 5]12|15|2 | 5]15|7 |2 |10]J15]12|5 | 2
15|14/ 3 | 2]15/13|2 | 4|13|15]/4 2|3 [8|9(14]9|14]/3 [8]4|12|13|5]13 |89 |14
417(10(13]3 (8 |9)14}3 /8|9 |14J13|10/74]7[4/13]|10}19 143 [8]10]13/4 |7
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Tabla 11 (Continuacion).

6116|117 |1]10|16| 7 |1 |10|16]7 |1 |10[16] 7 |1 |10j16] 7 |1 |10]|16]7 |1 ]|10]|16
15(12/ 512 ]11(13|14 |6 ]12]|14|5|3]12]14|5 |3 ]114|12|3 [ 5]14|12|3 | 5]14|13[4 |3
911413 |8]14|12|5|3|6|4(11]13|13|11/4|16]4|6|13|11|11]13]|6 |4]11]12|5 |6
417101312 (8151919 115{8 212 (8(15/9]9(15/8|2]2|8]15/9]2]8]15]|9
71111211417 [1)12(14]7 |1 (12|14 7 |1 |12(|14])7 |1 |14(12]7 |1 |14]|12]7 |1 ]14]12
10(16|5]3J10(16|5|3]16(10|3 |5]16(10|3 |52 [13|8|11]2 (163 |13]6 (9|4 |15
6 14(9)15]13(11|2 | 8] 2813|1119 (15/6[4]15/4|9(6]15]/9|6|4]11|8 [13]2
11{13/ 81 2]14(6]15{9]9|15|/6 /4]2 |8 13[11)10)16{3 [5]10]8 |11|5]10/16[3 |5
71111411217 [1]14|12]17 |1 (141217 |1 |14[12)7 |1 |14(12]7 |1 |14]|12]7 |1 ]14]12
10{ 8 (11| 5]10(16|3 | 510|163 | 5]11]13|8 |2 J13|16[{3 [2]|15]6[9]4]15/9]4 |6
15{9/6/14]14/6]|9|15|11|13|2 |86 |4|9(15]14|9|6(15]10]11|/8 |5]2 |8 [13]|11
2 (163 1313111826415/ 91016, 3 [5)10) 8 |11{5]2|16| 3 |13]10|16] 3 |5
7111411217 |1]14|12|7 |1 |14|12|7 |1 |16]{10]7 |1|16(10]7 |1 |16]|10]7 |1 ]16]10
15{9/4|6]16/10| 5|3 |16|10|5 |3 ]2 |12|5[15]2 |14[3 15|12 |15|/4 1314 |13]2 |15
10{16(5|3]2[8)11|13]9|15{4|6]14]/8|9[3]12/8[9|5]11]6[9]|8]9|8]11]6
2 8(11)13]9(15/4|6]2[8[11/13§11/13/4[6]13|11|6[(4]14]12|5|3]14/12[5 |3
711(16|10)7 |1 ]16|10] 7 |1 |16)10)7 |1 |16[10)7 |1 |16(10]7 |1 |16]|10])7 |1 ]16]10
6 (14111 3]9(12|5|8]9(14]3 | 8J11/8 9 |6]12|14|3 [5]12|14|3 |5]14|6 |3 |11
1214 5|13]14(15| 2 |3 |12|15]/2 |5]14/13|/4 (312|189 (15]9]15|/2|8]4|12]|13|5
9115/ 2 (8|4 |6 (11|13} 6 4 [13]11]2 (12|515]13|11/6 4|64 |13|11]9]15|/2 |8
711|16)10)7 |1]16]|10] 7|1 |16/10|8 |1 |10{15)8 |1|10/15|/8 |1 |10|15]8 |1 ]10]15
141819 |13]14(12|5|3]14]12|5 |33 [13|6(12]5|11{4(14]11|14|5|4]12|13[6 |3
11(13/416]2[8|9(15]9 15| 2 |8]14|4 |11|5]12|6 [|13|3|13|12|3 |65 |4 |11|14
2 (12| 5)15111(13|/4 16146 [11/13/9 (16,7 [2]19116/7(12]12]|7116/9]19116][7 ]2
811]10(15|18 |1 101518 |1 |11(14]8 |1 |11|14|8 |1 ]11]14]8 |1 [11|14]8 |1 |11|14
13|12/ 3 |1 6]14(11|14 | 5|2 (13| 7 |12]5]10| 4 [15]10|15]{5 | 4]|12|13|7 | 2]13|12]|2 |7
11{14/ 5143 |6 |13|12|15|4 10| 5127 |13|2J13|12|{2 | 7|54 |10]|15]10|15]|5 |4
2 17116/9]19(16]7]12]19[16/6 1 3]19(16/6[3]13|6(16/9]19]16/6|3]13|6][16]9
811 (11/14|18 |1 |12]|13| 8 |1(12/13|8 |1 (12|13]8 |1 1213|181 |12|13]8 |1 |12]13
1510/ 4| 5]3 (15|10 6] 5]16[9 4|6 (10| 3 [15]16 |15{10{3 ]9 (147 4]10|15]6 |3
2 7 (13)12|114|2 |7 |11|11|2 |7 |14]9 |7 |14[ 4|11/ 2|7 |14]6 |3 |10]15]5 |4 ]9 |16
91166 (3]91(16/5]|4]10/15{6 (3 J11|16/5|2]9 (16|54 |11]|16]|5|2]11]14|7 |2
811(12|13|8 |1 (12138 |1(12/13|8 |1 (12|13]8 |1 1213|181 |13|12]8 |1 |13]12
111712 |14|11(14|7 |2 |14| 7 |2 |11]14]/11| 2 |7 J15|/10|{3 | 6] 2 |11| 7 |14]3 |10]| 6 |15
6 110(15/3|]5(4]191]16] 3[10(15/6]9(16|/5[4]19]16|5[4]15|/6|10|3]14|7 [11]2
9116/ 5411015/ 6|3}1916{5(4]13|6(15]/10]2 |7 141119 ]16/45]91]16/4 |5
811]13|12|8 |1 |13]12|8|1(13/12|8 |1 |13|12]8 |1 ]14|11|18 |1 [14|11]8 |1 14|11
10({15/3 | 6]11(14| 2 |7 |14|11|7 | 2|15]/10|6 |3 ]10|15{4 [5]12|13|2 |7 |13|12|7 |2
11(14/ 2 | 7]10j15|3 |63 |6 (10|15]2 |7 |11]|14]3 |69 ]16]9|16/3 |63 |6]9 |16
514(16/9]5[4]16/9]19[16/4 /59164513127 |2]5]4/15/10}J10/15[4 |5
811|14|11|18 |1 15|10 8 |1 |15/10|8 |1 |15/10]8 |1 |15|1018 |1 |15/10]8 |1 |15]10
15|10/ 51414115 [14|5 |16 2 |11]9 (12| 6 |7 |11|14|4 | 5|11|16| 2 | 5]12]|13|3 |6
911613 (6|96 (12]712|13|3 |64 |5(11|14]2 |7 |9 |16]6|13|3 |12]9]16|2 |7
2|7 112)13]13(16(2 (3|19 (4 (14| 713|162 |3 |13]12|63]9/4 |14/ 7]5[4 14|11
8|1(15/10|8 |1 15|10 8 |1(16/9]|8|1(16|/9]8|1]16/9]|8|1]16/9]8]1]16]9
13|12/ 6 | 3]|14(11| 5|42 |12|5|15]2|15|10| 7|3 |14]|11|6]|10|7 |2 |15]11|6 | 3 |14
2171911619162 | 7117 (106134 |5]12|13|4 |5 |12|5|12|13|/4 |5 |12|13| 4
11{14/4 |/ 5]13 6 ]12(13]13|14|3 | 411143 [6J10)15{2 | 711|143 |6]10(15|2 |7
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8/1(16/9]19[1|8(16]9|1[8]16]9|1 /81619181619 |1 |8 |16]9[1]16]| 38
1112|564 (125134 [12| 5 |13)14|12| 5|3 |15|7 |2 |10J15|12|5 |24 |12]13]|5
2710|1514 6 |11 |3 |15 710/ 2|4 |6 |11|13]6|12|13|3]4 |7 |10]|13]14|6 |3 |11
13{14/3 /4] 7/15/10[ 2| 614|113 |7 |15/10[ 2|4 |14|11|5]6 |14(11|3 7 [15]2 |10
9/1(16/8]19[1]16/8]19|1[16]/8]9|1|16|/8|9 1|16/ 810|121 |7 |16]J10[1 ][ 7|16
4 112|13| 5|6 |7 |10]|11|12|4 |5 (13|12 4 |5 |13]15|7 |10 2|8 |15]/9|2]8 15|92
15/ 712 |10J15/12| 5[ 2|6 |14|11| 3|7 [15]10| 2|6 |12|5|11J11|4 |6 |13]13|6 |4 |11

14| 3 (1114 |14| 3 |13} 7 /15| 2 |10} 6 |14| 3 |11]4 (14| 3 |13]5|14|12| 3|3 |12|14| 5
10/1|7|16J10/1 |7 |16)10|1 |8 |15)J10|1 |8 |15/10)1 |8 |15]10|/1 |8 |15]10/1 |8 |15
15/8 12915/ 8 2 [9]14/16/9|5]15(16]9 4|7 |13|12|2|7|14|11|2]|7]16]9 |2
411113/ 6|6 (13|11 4|13|3 |6 [12]12|3 |6 |13]14|4 |5 |11]12|3 |6 |13]J11|4 |5 |14
51141123 |3 [12(14|5| 7 (14|11 2} 7 |14|11[ 2|3 ]|16/9|6]5/16/9 4|6 [13]12]3
10{1 8 |15]10/1 |8 |15)10|1 |8 |15]10|1 |8 [15]10|/1 |8 |15]10|1 |15|8]10|1]15]|8
7116/9 2112/ 6|3 |13]14| 5|4 |11|16]| 7 |2 |9)116|7 |2 |9]6|13|3|12])7|6]12]9
13/6 |3 (127 (11142 |7 12|13 2|3 |12]|13| 6|5 |14|11|4|11|16|2 |5|14|11]|5 |4
411114/ 5]51(16/9]14|3/16[/9 6|5 (14114 ]3[12|13|6]7]4]14[9]3 |16/ 2 |13
10/1 )15/ 8|10/ 1 158|101 |15 8 10| 1 |15|/8 10| 1 |15/8 10|11 |15|/8 10|11 |16| 7
7116121917 ]16[2[9]12(13[3 |6 ]14|5[11[4]16]7 |19 |2]|16]/7 9238|914
4 111|5|14]6 |13|3 12| 5|16 2 [11]7 |12/6 |93 |12|6 |13]5|14| 4 |11]15]12|5 ]2
13/ 6 (123|114 14| 5|7 |4 (1493 [16]2 |13]5 /14| 4 [11]3 [12]| 6 [13]6 13| 4 [11
10{1 /16| 7]10|1 16| 7|10|1|16| 710|121 |16 7 J10|1 |16 7]10|1 16| 710|121 ]16|7
3113141413 |15/2 (14|58 |9 |12]5|12|13[4]|5|15|/2|12]6 |8 11|96 (13[4 |11
6 18|19 |11|18|12|5]9|15/14|3 | 2116 [3[14]8|14|3|9]15/13|2 (4|3 [8]9]14
15/12( 52|13/ 6 11| 4|4 |11]6 |13]8 |15/ 2 [9J11|4 [13(6]3|12|5 |14]15(/12[5 |2
10/1 16| 710|121 |16 710|121 |16| 7 10| 1|16| 710|121 |16| 7 10|21 (16| 711|121 |6 |16
869111815/ 2 |98 |15{2[9]13|4|5|12J15/8 |9 [2|15/8[9]2]8|14{9]3
13[15/4 | 2|3 [12|5 (14| 5|14 3 |12]3 14|11 6|3 |12|5|14]5|14|3 |12]10|/4 |7 |13
311215 |14]13|6 (114 ]|11[4 (13|68 |15{2[9]|6|13|4 |11]4 |11|6 [13]5[15]12]2
11|16 |16|11|1 |6 (16|11|1 |6 (16111 |8 |14|11|1 |8 |14|11|1 |8 |14|11]|1 |8 |14
8149 (31148391148 [3[9]21]16/9|7|612|13[3|6]16/9|3]16(16/9]3
13/ 7/4|10]4]10|13| 7| 7 |13|10|4]15| 5|4 [10]J15/5[4 |10]10| 4 |5 |15]13|7 |2 |12
2 |12(15| 5|5 (15|12 2|2 |[12]15/ 5|6 (1213|312 169 (7] 7 |13|12]2 ] 4 [10]|15]5
111 /8 (14111 | 8 [14|11]|1 |8 |14)11|1[8 14111 |14 |8 11|11 |14|8|11]|1 [14|8
7116|191 2]15/4|5(10]J16/6 |3 [9]16|6[3[9]6]16|/3|9]6]16/3|9]16/6]9 |3
10/ 5|4 (1516|1312 3|2 |12|13| 715 (1510|414 ]|10|5 15|17 |13|2 1212 |12] 7 |13
6 112113/ 3|2 (16[9 7|5 (15]/10] 4|2 |12|13| 7 |13|7 |12 2|10/ 4 |15/5]5 (15| 4 |10
111 /14| 8111 |16|6|11|1|16| 6|11 |1 |16[6 |11 |1 (166|111 |16|6]11|1]16]6
16/6 19312891512 143|150 2 (15]/4 (13|14 1813|914 |13|2 1515|8912
515/ 4 |10)14(12| 5|3 |8 [12| 5|9 |7 |10|5[12]14|10|3 | 7] 5 |12| 7 |10]14|15]2 |3
2 |12 7 |13} 7 (13| 4 |10]13| 7 |10/ 4|14|8 |9 |3 |5 |15[2 (12]14|8 |9 |34 [10]| 7 |13
11116/ 6111 16(6 11|21 |16|6J11|1[16|6 11|21 16|/ 6|11 |1 |16|6|11]|1|16|6
512|131 4|5(14|3 (12|18 [4[9/13|8 (143918143 [9]13]/4|5]12]14|/8[9 3
10| 72|15 8 |15/ 2|9 |10|14| 7 | 3|2 12| 5 |15)5 15| 2 12|12 |15/10| 7] 2 |12]|5 |15
8|14/ 3 (9104 |13| 7|5 15[ 2 [12]13|7 |10/ 4]10[4 |13| 7|8 |14|3[9]7]13|4 |10
111 )16/ 612|121 |6 [15)12|1 |6 |15])12|1 |6 |15]12|1 |6 |15]12|1 |6 [15]12|1 |6 |15
14189 |3]3(13|/10{ 8] 7(14/9 /4|8 [13|10]3]19|7[4(14]13|8 |3 |10]J14|7 ][4 ]9
515/ 2 12144 |7 |9]13[8[3/10)9 |4 |7 (1418 |10[13[3]7|14|/9]|4]13|10]13|8
4110 7 (13} 5 |16f11| 2|2 |11|16/5]5|16(11| 2|5 (16112} 2 |11]|16/5]5|16/11]2
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121 |7 (14121 |7 (14|12 1 |7 [14)12|1 |7 |14]|12|1 |7 |14]|12|1 |7 [14]12|1 | 8 |13
2113111/ 8|6 (15/9 4|8 (13[11]2]19|6[4[15]13|8 |2 |11]15/6 4|93 ]16]9 |6
1546|913/ 8|2|11]9]|4[6|15]18|11|13|2]6|15{9|(4]2|11|13|8 14|72 |11
5)16)10/ 3|3 (10(16|/ 5} 5(16]10| 3 )5 (16]/10[{3 |3 10/16/5]5/16/10(3 |5 ]10[15] 4
12|18 |13J12|1 | 8 [13|12|1 |8 |13)12|1 |8 |13J12|1 |8 |13J12|1 |8 |13]12]/1 |8 |13
514|111 4|6 |15|10| 3|6 [16]9 | 3|7 [14|11|2]10| 6 |3 [15]14| 7 |2 |11]J15|6 |3 |10
10/ 3|6 (15194516117 |2 (14194 |5|16]5|11|14|/4]|5|16]/9|4|5]16]/9 |4
7116(9 2|7 (14)11]2]5[10]15/ 4|6 [15/10{3 )7 /16[9|2]3|10|15|/6])2 [11]|14]7
1211 /13| 812|113 8|12|1 |13|8J12|1[13|812|1 |13|8 12|11 |13|8|12]|1 |14|7
2|17 111|14]13 | 6 [10]15) 6 (15| 3 |10} 7 |14| 2 (11|14 7 |11 2]15|6 10|33 |28 [13]11
15/10/ 6 | 31411 |7 | 2| 7 |14| 2 |11]6 |15/ 3 [10]3 |10| 6 [15] 2 |11| 7 |14]15/9 |4 |6
5116/4/19]5(16/4(9]9(4[16/5]19[4[16[/5]5]16/419]5/16/4 9|5 (16| 3 |10
121|147 121 (14| 7|12 1 |14| 7 112|1 (14| 7 |12|1 |14 |7 |12|1 (14| 7 |12|1 |14|7
3116|5104 |96 (151496 |15]5|11|8|10]6 4|9 |15]6|15/4 9|8 (13|22 |11
61914 |15]5|8(11/10J13(16[3 |24 |6 [9[15]11]13|8 2|3 |10|/5|16]5 16| 3 |10
13/ 8 (11| 2]13/16/3 |25 |8 [11/10]J13]16/3 |2 |5 /163 [10]13|8 (11]2]19 |4 ]15]6
1211 14| 7121 (14| 7|12 1 (14| 7|12|1 (14| 7 |12|1 |14| 7 12| 1 |15/ 6121 |15|6
118|132 138 [11[2|15/4 |9 |6]15(6[9]|4]15/9|6|4]|14|9|7 (1414|9714
6194|1513 |10/ 5|16] 2 (13| 8 |11)5|16|3 |10] 2 |16|3 |13|]5 |8 |10|11J13|16| 2 |3
5116|310} 6 (15[ 4 (9|5 (163 |10} 2 |11|8 |[13]5 |8 |11]10]13|16/2 |3 |5 (8 [10]11
12115/ 6 12| 1 |15| 6 12| 1 |15/ 6 |J12|1 |15|{6 12| 1 |15/6]12|1 |15|6]12|1[16]|5
5110/ 8 |11 7 (144 (9|8 (133 |10J13|8 |10(13]|14|7 1914 ]|14|9 |7 |4]|2]15]/6 |11
417191412 11| 5|16]5 (16| 2 |11]2 |11 |5 |16|5 (162 113 |16]| 2 |13] 7 [10][3 |14
13/16/2 | 3]13/810{3]94(14|7]7]14/9[4]3/10{8[13]5|8(10J11]13/8 ]9 |4
12/ 1|16 5121 |16( 5121 |16| 5131 ][4 |16]13|1 |4 |16]13|1 |4 |16|13]|1 |4 |16
6111121519 |8 (13/4]13/4 ]9 |8]6|10|7[11]8]12|9|5]8|12|9|5]12/8|5]9
3147 |10)7 (10| 3 |14 3 |14| 7 |10fJ12|8 |9 |5]10|6 |7 |11]11|7 |6 |10)7 |11]10]|6
13/8/9 (4|6 (15[2 [11|6 |15 2 |11} 3 |15[14| 2|3 |15/14|2 |2 |14|15[3 |2 [14]15] 3
13{1/4|16]13|1 |4 |16]13|1 |8 |12]13|1 |8 [12]13|1 |8 |12]13|1 |8 |12]13|1]|8 |12
12/ 8|5|912/10] 7 [5]14|11|14|5]4 (16|19 |54 |16|9 5117 (2 |14)114|7 |2 |11
610|117 |6 |8 |9 |11|J15/6 |3 |10J10| 6 |3 |15]11|7 |2 |14]6 16|93 |3 ]16]9 |6
3(15(14| 2|3 (115|142 |2 |16]|9 | 7|7 |11/14[2]6|10{15(3]4|10|/15]/5])4 [10]|15]5
13/1 812|131 |8 [12|13|1 |8 |12)J13|1[12|8 13|11 |12|/8 13|11 |12|8 13|11 |12|8
15/3|/6|10J16/4|(5[9]|16/4|5]|9]13|10]15|/6]|4]|7|14|/9]14|16|/5|9]4]16]/5]9
4 (1411|512 (1411|713 |15][10|6]14| 7 |2 |11|15/10[3 |6 |6 |10 3 |15]7 [11]2 |14
211619713 [15(10({ 6|2 (14|11|7 )4 (16|59 |2 |16|5 |11]11|7 |14|2 |10 6 [15] 3
131128131 12| 8|13|1|12|8|13|1|12[8|13|1[12/8|13|1|12|8]13|1]12|8
6 110|153 |11 |2 |7 (14|14 |2 |7 |11)14|2 |7 [11]15|3 |10/ 6|16/4 |9 |5]16/4 |95
117 ]2 |14] 615|103 |3 |15]/10/6]4]16|/9[5]4 14| 7|92 |14|7 1113 |15]6 |10
4116/5[19]141]16/5]9|4/16{5[9]3|15/6|10])2 (16|5 |11}3 |15]|6 [10])2 |14]| 7 |11
13/1 /164|131 (16(4|13|1 (16| 4|13|1 (16|14 |13|1|16|/4|13|1|16|/4|13]|1 16| 4
2|7]10|15)2 |89 |15] 2 |12| 51513 |8 |9 (143 |12|5|14]|3 |14|7|10]7|10]|3 |14
1112/ 5|16 ]12|/14|3 | 5|8 14| 3 | 9J12]15|/2 | 5]18 152 |9]6 11| 2 |15]2 |15|6 |11
8143 (9|7 |11|/6|10J11|7 |10/ 6]6 |10 7 |11]10(6 |11|7 12|89 |5]12/8 9|5
13/1 /164|131 (16[4|13|1|16|4J13|1 (16|14 |13|1|16/4]|14|1 |4 |15|14|1 |4 |15
8112|5|9]|8 1259|117 |10/ 6128 |9 |5]12/8 |9 |5]|5]|11]10/8]7]12|/9]6
2 14| 3 |15] 3 [15| 2 |14] 2 |12| 515012 |14 |3 [15])3 |15[2 [14]12|6 |7 |9 11|85 10
11710/ 6]10/ 6 11| 7|8 |14[3 /9] 7 |11/6[10)6 10| 7 (11]3 |16(13| 2] 2 [13][16] 3
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14|14 |15]14|1 |4 |15]|14|1 |4 |15]14|1 |4 [15]14 |1 |7 [12]14|1 |7 |12]14|1 |7 |12
8|11|10/ 519 |7 |6 |12|11|8 | 5|10|12|7 |6 9] 2 |11|13|/8|4|15]/9 6|8 |11]|13|2
9|16 |7 (12|18 |10f11| 5|7 |12|{9|6]5|10/11|8]15/6 |4 |9 |11|8 |2 |13]9]6|4]15
3116131213 ]16(13] 212 (13]16/3 |3 (16]13| 2|3 (16]/10[5]5/10]16[3 |3 |16]/10|5
141 |7 |12|14|1 |7 |12|14|1 |7 |12]|14|1 |8 |11|14|1 |8 |11]|14|1 |8 11|14 |1 |8 |11
9146 (15]11|8 |2 |13|15/4 6|93 |13|12|6]4|15|10|5]| 7 |12|13|2]10|5 |4 |15
8 13|11/ 2|14 |15/9 | 6|2 |13]|11|/ 8|10 4|5 |15019 |6 |3 |16]9 |6 |3 |16]3 |12]|13|6
3(16(10/ 55 (10)16/3 |3 |16]10/ 57 (16,927 |12{13[2]4]15/10]5])7[16][9 |2
14|18 |11)14|1 | 8 |11|14|1 |8 |11|14|1 |8 |11|14|1 |11|8|14|1 |11|8]|14|1 |11|8
10/ 5|4 |15)12| 7 |2 |13]|15/4 |5 |10|15|5 |4 |10 2 |7 |13]|12]4 |15|5 10| 5|4 10|15
7116/9|213(16|/9|6]3[16/9|6]12(16/9| 715|104 |5]7|12|2 |13]12|13|7 |2
3112(13| 6|5 (10(15|/ 4|2 (13]12| 7|3 (12]13|/6]|3(16/6[9]9|6[16[{3]3[16]/6 |9
141 ]11|/8]14|1 11| 8|14|1 |11 |8 ]14|1 |12[7]14|1 (12| 7]|14|1 |12|7]14|1]|12|7
7 (12| 2 |13]12| 7 |13 2|15/ 4 |10/ 514 [15/6 (9|18 112 |13]11|8 |13|2]15/4]|9 |6
4|15/ 5|10)5|10| 4 |15/ 2 |13| 7 |12|5|10| 3 |16]3 |16| 5 |10|J5|10|3 |16 3 |16]| 5 |10
916116/ 3]13(16|/619]3]16|/6 9118 |13/2]19|6]15/4]14]15|/6 /9213|811
141 |15/ 4|14| 1 |15|/4|14|1 |15/ 4|14| 1 |15|/ 4 |14|1 |15/ 4 |14|1 |15/ 4 ]|14|1 |15]| 4
3/6(12|13|3 |8 |10|13]6 |7 |9 |12|7 (12|69 |8 |5|11]|10] 8 |11|5|10J10|/5 |11]|8
10(11|5|8|6 9712|3108 |13]2|13|3|16|9|16|2 | 7|3 |16]|2 |13]3 |12]|6 |13
711612 |9|11]16(2 | 5]11(16]2 | 5]11(8 10|53 (12]6[13]9 |6 [12[7]|7[16]/2 |9
14115/ 4141|154 |14|1 |15/ 4|14 1 |16(3]14|1 (1631141 |16|3]14|1[16]| 3
10/ 5|11 8|11/ 8|10| 512/ 7|9 |6]|5|12|7|10|7|10|5|12]9 |8 |11|6]|11/6]9 |8
711612192133 |16]3|16]|2 |13|4 13| 2 |15/ 2 |15|4|13]4 |13]|2 |15]2 |15]| 4 |13
3(12(6 13} 7 (126 [9}]5(10/8 |11fJ11/8 /9 [6 11,89 (6] 7|12|5]10)7 [12]5]10
15/1 |4 |14|15|1 | 4 |14|15|1 |4 |14|15|1 |4 |14|15|1 |4 |14|15|1 |4 |14]|15/1 |6 |12
51011/ 8|6 |12|9| 7|8 |10j11|5|]9 |6 |7 [12]10|8 |5 |11]12|6|7]9]3|10]13|8
12{7]16/9]10/8|5|11]9 |7 |6 |12]8|11|10[5]6 129 |7]5|11|10|8 14|74 ]9
2 1161333 [13(16]2]|2(16]13[3 |2 (16]13[3 |3 (13]16[2]2(16]13[3 ]2 [16]11]|5
15/1 6 |12]15/1 |6 |12]15|1 |6 |12]15]|1 |6 [12]15|/1 |6 |12]15|1 |8 |10]15/1]|8 |10
4114|/9|7]18|10|13|3|9|4|7|14|10|8 |3 |13]114|4 |7 |9 |2 |11]|14|7 |2 |12]|13|7
10{ 83 |13]9|7|4(14|8|13]|10/3]4 14|97 |3 |13]10/8]|13|6 |3 |12]J11|5]|4 |14
5(11(16| 2|2 [16]11| 5] 2 |16]11 |55 (11/16[2 ]2 |16(11{5]4]16/9|5]6[16]/9 |3
15/1 |8 |10J15/1 |8 |10J15/1 |8 |10|15/1 |8 |10|15/1 |8 |10J15/1 |8 |10|15/1 |8 |10
4114|1156 |12|13| 3|11/ 4[5(14]|12|3 |6 |13]12|6 |3 |13]13|3 |6 |12]13|3 |6 |12
917]12|16]9|7]|2|16]2 (13|12 7|5]16|/9 412 (16|97 |2 |14[|11|/7]|4]16]/9 |5
6 (12133 ]4[14|11|5]6 (169 |3 |2 (14|11| 7|5 (11({14|4]4[16]9|5]2[14]11]7
15/1|8|10)15{1 (10| 8|15(1|10|8|15|1|10| 8 |15(1 10| 8 |15(1|10|8|15(1 10| 8
14/ 4|5|11|3 |6 (13|12 4 |14|5|11|5 | 4 |11|14| 6 |12| 3 |13]12|6 |13| 3 |14| 4 |11|5
2116/9|7|14|11|4|5]|6|12|3|13|12|13|6 |3 |4 |14|5|11|5|11|4 |14]3 |13|6 |12
3113|1262 (167|997 |16|2]|2|16|7|9]|9|7|16|/2]|2|16|7|9]|2|16]|7 |9
151 /12| 615/ 1 12| 615|112/ 6|15/ 1 |12| 615|112/ 6|15|1 12| 6 ]15|1|12|6
217114|11|14 (147|983 |10]|13| 8 |10| 3 |13|10| 8 |13| 3 |13|3 |10| 8 |13|3 |10| 8
13|10/ 3 |85 (11| 2|16 9 |16|5 |4 ]2 |16|5 115|112 |16]2 |14| 7 |11]14|16]|5 ]9
4116519108 (13|32 14| 7 (11|19 |7 (14|/4]4[14|7[9]4[16]/5[9]2 14| 7|11
15|(1 (12| 6|15/ 1 |14| 4 |15| 1 |14| 4 |15|1 |14| 4 |15|1 |14 4|15|1 (14| 4]|15|1 |14 4
1414 ]9|7]2|8|11|13|6|12|7|9]7 |69 [12]8|10[5|11]10| 8 |11|5]12|6]|9 7
216|511 7 19|16 (1213|132 |16]2 118 [13]2 |16[3 [13]3 |13|2|16]2 |16] 3 |13
3|13(8)10}J10(16|3 |5]10|8 |11/ 510|163 |59 |7 [12/6]6|12|7 |95 [11]8 |10
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Tabla 11 (Continuacion).

151 /16| 2]15/1 16| 2 |16|1 |4 |13]16]|1 |4 [13]16|1 |4 [13]|16]|1 |4 |13]16|1 |4 |13
318[(9]14]6 (89115891216 (11|10|{7 )7 |10|11|6]10|7 |6 |11]J11|6 | 7 |10
6 13/4 11|13 (13|14 |14J11]|10| 7 |69 |8 |5(12]9 |8 |5(12|]5]12|/9|8]5(12]9 |8
10(12/ 5|1 7]10j12| 5|72 |15]/14|/ 3|3 |14/15{2 )2 |15{14(3]3 |14|15|/2 ]2 |15][14]| 3
16114 |13]16|1 |6 |11]16]|1 |6 |11]16]|1 |6 [11]16|1 |6 [11]16]|1 |7 |10]J16|1 |7 |10
11{8]9|6]4(13|10| 7|7 ]10]{13|/4]10|7 |4 [13]13|/4 |7 |10]4|13|11|6]6 |11]|13| 4
511071121983 (14]19[8 31413149 (8]1314{9(8]9|8|2]15]9[8]2]15
2 (15/14)1 3|5 (12)15| 2|2 |15]12 /5§15 (12115{2 )12 |15(12|5]5]12/14| 3|3 [14[12|5
617 |10]16(1 |7 |10J16|1 |8 |9]16/1|8[9]16|/1 |8 [9]16]1 |8 |9]16|/1[8 |9
1116 [ 4|13]13/4 |6 (11| 2|7 |10|15]3 |6 |11(14)3 |12[{13|6|13|6 [11|4]13|7 |10| 4
2115/9 1821519 |8]13]|12|5|4|13|12|5[4]10| 7|2 |15]3 |12|5]14]2 |12]5 |15
5(12(14)1 3|13 (1412|513 [14]11 /62 [15/10[{ 7|5 /14(11/4]2|15/10| 73 [14]11]|6
161 /10| 7]16]/1 10| 7|16]|1 (10| 7]16]/1 |10| 7 ]16|1 (10| 7]|16]1 10| 7 ]16|1 |11]|6
3112/ 5)14]14 (13|16 (11| 6|11 4 |13]6 [12|5[11]11|6 (13/4]|13|4|11|6]4[13]|7 |10
6 13[4 115 (12| 3 |14] 3 |14 51213 [13|4 [14]5 12| 3 [14] 3 |14|5 |12]5 |12]2 |15
9 18115/ 219 815/ 219815/ 219815/ 212(15/8/912(15/8 /1919|8143
6|1 /11/6]16(1 11| 616|111 |6]16]|1 |12|5]16|1 |12/5]16]|1 |12|5]16|1[12|5
7 110( 413|107 |13|4 13| 4|10, 7|2 116 [15)7 |4 |13]10]7 |11|6|10]9 |4 |13|8
215|512 5 (12| 2 |15| 2 |15|5 12| 7 14| 3 (1019|143 [ 8] 2 |14|3 |15]7 [14]|3 |10
91814/ 3]13(14/8]1913/14{8[(9]19|8(13/4]12(15]/6 (11198 ]13/4]2]15/6 |11
161113/ 4]16]/1 13| 4]|16]|1(13|/4]16]/1|13|4]16|1 (14/3]16]|1 |14|3]16|1 (14| 3
6 |11|7|10)7 (10| 6 |11J10| 7 |11/ 6f11|6 |10|7 )4 |6 |11]13]5|10|7 |12]9 |6 |11]|8
31142 |15]2 [15|3 |14 3 |14 2 |1502 |15|/3 (14])9 15| 2 [ 8] 4 |15|2 |13]4[15] 2 |13
918125198 12|5]5112{8|9]|5(12/{89]5(12/7 (10198 |11|6]5]12|7 |10
1611 /14| 3]16]1 15| 2

4110 7 |13] 5810|111

5115/ 2 1214 |13]|3 |14

98 ]11/6]9]12/6 |7

Subproblema 3

Para resolver este caso se incluye en el modelo como objetivo: min = x(2,2). Al explorar todas las posibles
soluciones, nuevamente coinciden las mismas combinaciones para las cuales no existe solucién al problema; es
decir, las reflejadas en la Tabla 9; ahora con esas combinaciones en la segunda fila.

En la Tabla 12 se presentan cudles son las combinaciones que aparecen como segunda columna en los cuadrados
obtenidos.

En la Tabla 13 se presentan las 70 combinaciones para las que se obtiene solucion. Para cada combinacion se
indica la cantidad de cuadrados diferentes en la que dicha combinacion aparece en la segunda fila (F) y la cantidad
en la que aparece en la segunda columna (C); asi como la suma de ambas (S). Nuevamente, en todos los casos
coinciden la cantidad de cuadrados de las combinaciones a-1-b-c y c-1-b-a.

En la Tabla 14 se presentan los 208 cuadrados supermagicos, siguiendo un orden ascendente entre los tres
numeros que acompafian al 1.
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Tabla 12: Combinaciones que aparecen en la 22 columna, en cuadrados con un nimero menor en la 22 fila.

No| Combinacion | T

1{11]1]6]16] 1|141154

211616 11| 1|411514

3[12]1] 6|15/ 4|311614-141163-411613-131164

4|15]1]6 12| 4[311614-141163-411613-131164

51101 7|16 2 |151144-151126

6 16]1] 7 10]2]411415-611215

71217 (14| 4 [411613-131164-611611-111166

81417 (12| 4|411613-131164-611611-111166

9|9 |18 |16|5|411415-411514-141154-151144-71 12 14

10[16 18| 9| 5[411415-411514-141154-151144-141127

1110 | 1] 8 | 15] 103116 14-14 116 3-16113 4-5 112 16-5 116 12-12116 5-16112 5-16111 67 112 14-7 114 12

1215 |1 8 10103116 14-14 116 3-4113 16-5 112 16-5 116 12-12116 5-16112 5-6 111 16-12114 7-14 112 7

13[11 18146 [161134-611215-611512-711016-161107-161107

1414|1811 6 |411316-121156-151126-711016-711016-161107
211615-151162-161152-311416-161143-141154-151144-

150121118 11311164 11 16-611611-111166-711016
211516-211615-151162-311416-161143411415-41 15 14-

160131118 112111164 1611-111166-161116-161107

17 7 [1]10/16] 2 [141154-121 156

18[16|1(10| 7| 2 [411514-61 1512

198 |1/10/15] 6 [411613-131164-611611-111166-121714-1417 12

20]15/1/10| 8 |6 |411613-131164-611611-111166-121714-141712

211 6 |1/11|16| 1 |151 14 4

2016 [1(11]6 1411415

23] 8 |1/11|14| 6 |411613-131164-121615-151612-711610-101167

24|14 |1(11| 8| 6 |411613-131164-121615-151612-711610-101167

2506 |1]12|15| 1 [161 134

26115 1]12| 614113 16

277 [1]12]14| 4 |161134-611611-111166-1616 11

28114 |1]12| 7 |4 |411316-611611-111616-111166

20| 8 |1/12|13| 6 |311416-161143-141154-151144-111616-101716

30]13|1/12| 8| 6|311416-161143-411415-411514-161611-1617 10

311 8 |1/13|12| 6 |151414-141415-611611-111166 -711610-101167

32]12|1/13| 8| 6 |151414-141415-611611-111166 -711610-101167

337 [1]14]12| 2 [161413-161116

34]12|1]14| 7|2 [131416-6111 16

3508 |1(14|11| 4 [131416-121156-151126-101716

36|11 1|14| 8| 4 [161413-611215-611512-1617 10

3716 |1|15|12| 3 [131416-161413-161 4 13

38|12 1]15] 6| 3 |131416-131416-1614 13

39| 8 |1/15/10| 6 |131416-511216-161125-111616-121147-141127

4010|115/ 8 | 6 |161413-511216-161125-161611-711214-71 1412

41 5 |1]16]12| 2 [141415-151414

2[12(1 165 |2 |141415-151414

43| 6 |1]16|11| 2 [141415-1514 14

44|11 |1 16| 6| 2 |141415-151414

457 [1]16]10| 8 [141415-141415-151414-151414-121615-121615-151612-1516 12

46[10 |1 16| 7 | 8 [141415-141415-151414-151414-121615-121615-151612-1516 12

4718 |1(16] 9|2 |711214-141127

48| 9 |1(16]8 |2 |711214-141127
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Tabla 13: Combinaciones de nimeros para las que se obtiene solucion al subproblema 3.

Combinacién | F | C| S | Combinaciéon | F |C| S| Combinacion | F| C | S | Combinacion | F | C | S
2 |1|15]/16)J1|0|1]4|1|15]/14]6 |06 ]10|1]|7|16]2 |2 | 4|8 |1]|10[15] 0| 6 |6
16/1(15{ 2|1 ]|0|1}14]/1)15/4}|6|0|6]16]|1 |7 |10)2| 2| 4 ]15(1]|10|/8] O 6 | 6
2 |1|16]15)2|0|2]5(1|12]|16]4|0[4]7|1]10|16]4| 2 | 6 |8 |1]|15]/10/ 0 | 6 |6
15/1(16{ 2|2 |0|2]|16(1|12|5]14|0[4]16]|1|10| 74| 2| 6 ]10(/1]15/8] O 6 | 6
3/1/14[16]4|0|4]5(1|16]12]2|2[4]|7|1]16|/10)4 |8 |12|11|1|8[14] 0 | 6 |6
16(1(14]/ 314|104 |12]|1|16|/5]2|2/4)10]1]16]7 4|8 |12]14|1|8 |11] O 6 | 6
3/1/16[14]4 |04 ]11(1|6|16]3 |1[4]12|1]|7|14]2|4 | 6|8 |1]|11|14] 0 | 6 |6
14/1(16/ 3|4 (0| 4]16]/1|6 |11]3 |14 |14|1 |7 |12]2 |4 | 6 |14|1]|11|8| 0 [ 6 |6
13/1(4]16]6 |0 6|6 |1|11|16]3 1|47 |1]12]14]5]4 ]9 ]|8|1]|14|11] 0 4 | 4
16(1/4|13]6|0|6]16]/1|11]|6]3|1][4]|14|1]12|7]5]|4 |9 |11{1]14|8] 0| 4 |4
4 11/13]1614 /0| 4|6 |1|16(11]10|2|12) 7 |1]14|12]2| 2| 4 |12|1|8 |13] 0 |11 |11
16(1(13|{4]14|0[4]11(1|16]/6]10(2[12]12|1|14|7 2|2 | 4 13|18 [12] 0 [ 11 |11
411|16(13]18|0|8|12/1|6(15]6[4(10]9|1|8|16]J]0| 5|58 |1]12|13] 0 | 6 |6
131116418 /0|8])15/1|6|12] 6 [4|10|16[1|8|9|0| 5|5 ]13(1(12|/8] 0 | 6 |6
14(1| 4 |15]10|/0[10] 6 [1|12]15]3 1[4 |8 |1]16]/9]0| 2| 2|8 |1]|13]|12] 0 [ 6 |6
15/1{4(14]10|/0|10J15(1)12| 6|3 [1[4]9|1(16/8)0] 2| 2 ]12(1]13|/8] O 6 | 6
4|1]14(15)6 (0| 6|6 |1]15|12]3 |3|6]10|1 |8 |15]0|10] 10

i5]1]1a]l4|6 06 12(1]15] 63|36 15[1]8 [10fo t0]10] 'o@ |208[208

Tabla 14: Cuadrados supermagicos con el 1 en la posicion (2,2)
14(13/3 | 4]14(12| 5|3 |14|13|4 | 3|15/ 8 |9 [ 215|125 2]15]|13|4 |2 ]15/13[4 |2
2 |1]15/16)]2 |1 |16|15]2 |1 161513 |1 ]14]|16]3 |1 |14|16]13 |1 (14|16]3 |1 ]|14]|16
11/8 |10/ 511({8 9 (61189 |6]10(|12|7|5]|]6|8|11|9]|]6 |8 |11|9]10]12]|7 |5
71126971314 |10} 7 [12]|5 /10) 6 (13| 4 [11]10|13|4 |7 ]10]12|5 |7 |68 |9 |11
13|10 7 | 4 |13]12| 5[4 |13|15|2 | 4 |13|15|/2 |4 |14]|15|3 |2 ]14|15|3 |2 |15(14|2 |3
3116|143 |1 ]16|14|3 |1 (16|14]3 |1 |16(14]4 |1 [13|16]4 |1 [13]|16]4 |1 |13]|16
12{8 (9 |5]10/6|11|7]10|6 [11|7]12|8 |9 [5]5|8(12/9]9]12|8|5]5|8]12]9
6 |15 2 |11]8 |15 2|98 |12|5|9})6 10| 7 |11)11|10|6 | 7|7 |6 |10|11|J10]|11]|7 |6
15(14/ 2 | 3]10j16| 3 | 5]12|9 |6 |7 ]|13|16|3 [ 2]13|16(3 [2]16]13|2 |3 ]16|13[2 |3
411[13|16]4 |1 |14|1514 |1 (14|15]14 |1 |14|15]14 |1 ]|14|15]4 |1 |14|15014 |1 [14]|15
9 (12| 8| 5]13[8|11[2]13|8|11|2]|6|7]|12|/9]10(11|8|5])5 |8 |11|10]9 (12|76
6|7 (11/10}7 (9|6 |12]5 |16 3 |10fJ11/10/5 (87|69 (12]9|12|7|6]5 |8 |11]10
11162 | 512|976 |13|16| 2 |3 J13|16|2 |3 |16]|13|3 |2 |16|13|3 214|893
411(15/14|1 4|1 |15|14|4 |1 [15/14| 4|1 (15|/14]4 |1 |15|14]4 |1 |15|14]4 |1 |16]|13
13/8 |10/ 3 |13(8 (10({3 |7 |6 |12|9|J11|10|8 |55 |8 |10|11]9 |12|6 |7 |11]10]|7 |6
697 |12]5|16]2 |11)J10|11|5 |86 |79 [12]9 (126 |75 |8 |10|11}J5 15| 2 |12
14(12|5|3]14(15| 2 |3 |14|15]2 | 3]15/8 |9 |2 ]15|12| 5|2 ]15]|14|3 |2 ]15/14[3 |2
4 |11]16|1314 |11 |16|13]4|1]16(1314 |1 |16]|1314 1116|1314 |1 ]16|13]4 |1 ]|16|13
7|6|11|10]7 |6 |11]10J11j10|7 |6 J10|11|6 |7 |6 |7 |10|11]6 |7 |10|11|10|11]|6 |7
9 (15(2 (819 (125|858 [9(12]5]14|3 /1219 (14({3 (8|9 ]12|5[8]5[8]9]12
1418193 )14|10| 7 |[3|14|10|7 |3 |14|15|2 |3 |11]10|7 |6 )11|15|2 |6 |12|15|/5 |2
5|11 )12|16]5 |1 (12]16]5 |1 [12]|16]5 |1 [12]|16]5 |1 |16|12] 5|1 |16(12|6 |1 [11]16
11|15/ 6 | 2|4 (8 (13| 9|11|15|/6 214 (8[13]/9]14|/8|9|3]14/8|9(3|3|8]14|9
4 (10| 7 |13J11]|15/2 | 6]14 (8|9 [13)J11|10| 7 | 614 |15|2 |13]4[10]| 7 [13)13|10| 4| 7
1511212 | 5|15(12(2 [ 5]10[12| 5|7 ]10(13|4 |7 12|18 |9 |5]|12|15/2 |5|15]7|10]2
6|1 111616 |1 |11]16) 6 |1 |16|11]6 |1 |16|11]6 |1 |16|11)6 |1 |16]|11)6 |1 16|11
318114/9]19 (1483|1589 ]2 ]15|{8[9|2]|13|10/7 |4 ]|13|10/7 4|9 ]12|5]8
10(13|7 | 4|4 |7 |13[10] 3 (13| 4 (14| 3 |12| 5|14 3 |15|2 (14| 3 |8 |9 (1414 |14]| 3 |13
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Tabla 14 (Continuacion).
15/8 921512 5|2 )15(12| 5|2 |15(/14|3 |2 ]|15(14|3 |2 |11|16|5 |2 |16|11|2 |5
6 |1]16[11)6 |1 |16|11]6 |1 |16|11]6 |1 |16(11]6 |1 |16|11)6 |1 |12|15]16 |1 12|15
10{13|14 (7147 |10|13)10(13|4 |74 |7 |10(13]9 (12|5 |84 |7 (14|93 |8]|13]|10
3(112]15(14]9 (143 (8138191419125 /8]4|7]10/13J13]10{3|8}9]14]|7 ]| 4
16112 | 511|162 [ 5|16(11|5 | 216|115 |2 12|14 5|3 113|11|6 |4 ]13|14(3 |4
6 |1(12|15])6 |1 [15/12)6 |1 |15|12)6 |1 |15|/12]7 |1 |10|16) 7 |1 |10|16) 7 |1 |10]|16
91147 14]13|108 | 3|38 (10(13]19|14/4 712 |8|1519]2 815912 8]15]9
3[81(13(10]4 7191419 (144|713 |8 |10(13]13|11[{4 |6 )12|14|3 |[5]12|11|6 |5
14112 3 | 51138 |11 2|15/9 |6 |4]15/9 |64 ]|16]10|3 |5]16|10| 3 |5|16|/10|5 |3
7 11]10(16) 7 |1 (12|14 7 |1 )12|14| 7 |1 ]|12(14]7 |1 (12|14} 7 |1 [12|14]7 |1 14|12
2 /8|15/9]10|16|{5|3]12|8|13|11]110|16|5 |3 ]2 |8 [13|11]9|15|6 |42 |8|11]|13
11/13{ 6 41496 [15]10(16|( 3 |52 |8 111319 |15/ 6|41 2|8 [13]|11]9[15(/4 |6
16(10| 531289 [5]112(14|3|5]114(8 |9 |3]14(12|5 (311582915829
7111412} 7 |1 (16|10} 7 |1 |16|10) 7 |1 |16|10])7 |1 |16|10)J10|1 |7 |16]J20|21 |7 |16
9115{4 |6 ]13|11|6 |4 |13|11|6 |4 |11|13|4 |6 11|13/ 4 |16]3[12|14|5]|5(14]12|3
2 | 8[11(13]2 |14 3 (1502 8|9 |15} 2 |12|5|15)2 8|9 |15)6 |13|11|4 |4 |11[13]| 6
15819121589 [2|15(12|5|2|15|14|13 1218114193114/ 8[3[91]14/8[3]9
10{1(16|7|10| 1|16 710|121 (16| 710|121 |16| 7 11|21 |6 |16]J11|1 |6 |16]11|1 |6 |16
4 (11| 6 (13| 6 [13|4 [(11])6 |13 4 |11])4 |11|6 13| 2 (12|15({5]) 2 |12|15|5 |5 |15]12|2
51143 1213 [12(5 (1413|189 |14]5|8 ]9 ]12|13|7 |4 |10] 7 |13]10[ 4|4 [10[13| 7
8[(12|5[9]|8[14]3[9]13|7]10/4]113|14|3[4114(8 9311489 3]14|12|5|3
111 |16|6|11|1|16|6 |11 |1 16|/ 6111 |16| 6111 |16|6J11|1 |16 611|116 6
13/ 710 4|13|7|10[{ 4|8 (125|918 |12|5|9]14 10|17 (13| 7 (134|101 2|8 ]9 |15
2 (14| 3 [15]) 2 (12| 5 (150 2 |14| 3 |150 2 | 7 |10[15])5 (15| 2 (12} 2 |12|5 |15]0 7 [13] 4 |10
141125314134 [3|14(15/2 |37 /14/914]18]10]13|13]9|7 (14411383 ]10
11116/ 6111|166 |11|1|16| 612|121 |6 [15]12|1 |6 |15)12|1 |6 |15]12|1 |6 |15
711314 (10]2 |89 (1504|107 |13} 2 |11|16|5]5 (1611|225 |16(11|2 |2 |11|16|5
2181915} 7(12{5(10}5/8 |9 |12]13| 8|3 ]|10}]9 |7 |4 |1418 10| 3 [13}|7 (14|94
13/10/ 3 (81471496 (15194138 |2 |11]6 (15|49 |13|8 |11|2]|7 (144 |9
12116 |15)12|1 |6 [15|12|1 |7 1412|121 |7 |14|12|1 (14| 7 112|1[14| 7 J12|1 15|66
516|112 ] 51611213 |10(16|5])13|10(|16|5]13|8 [11|2])6|15{4|9]13|8 (103
4171493 ]10|13|8)13|8 |2 |11]6 (151943 (10|5(16)3 [10|5 |16) 2 |11]|5 |16
131810311479 [4|13|10|7 413|151 2 141811219 |5]18|12|9|5]10]/6|11|7
12115/ 612|115/ 6121 |16|5]12|1[|16(5]13(1 |4 |16]13|1 |4 |16]13|1 |4 |16
7114141913 (10({8 (1313 /8|9]14]1318]191]14]2 (1415|313 [15(14| 2|3 [15|14]| 2
211|516} 5 (16| 2 |11} 6 |15 2 |11]6 10| 7 |11}J11|7 |6 |10)J10|6 | 7 |11} 8 (12|59
10({12| 571128 |5]9)12(8|5|9]812|5|9]8(12|5(9]|8 143 |9]8]|15]2]|9
13|14 |16|13|1 |4 (16|13|1 |4 |16]J13|1 16|14 |13|1|16[4113|1[16]|4|13|1 16| 4
315|142 ]2 |14|15/3 )13 |15|14|2 )10/ 6 |11|7|11|7 |10/ 6 |J11|7 (10| 6|10|6 |11]|7
8|6 |11]/9)|7|11]10| 6] 6 |10)11| 7|3 [15]| 2 (14| 2 (14] 3 [15)2 |[12|5 |15] 3 [12| 5 |14
12{8]|9(5]12{8]|9 512|143 |5)12|15]|2 |57 (12|96 |8 |10(|11 |58 |11]10|5
13/ 1 (164|131 |16[4|13|1|16/4|13|1|16/4 14|14 |15]14|1 |4 (151141 |4 |15
6 (10| 7 (11] 7|11 6 |10} 7 |11|6 |10} 6 |10| 7 |11]2 |13[16|3 |3 |16(13| 2|3 |16|13|2
3115/ 2 (1412 (1431512 |89 |15]3 |89 (14118 |5|10}9 |7 (6 [12]9 |6 |7 |12
91711269127 |6]11|5]10/8 11| 8|5 |10J11(10|5 (8126 |7 |9]12|7 |69
14114151141 |4 [15|14|1 |4 |15]|14|1 |4 |15]14|1 |4 |15]14|1 |4 |15]114|1 |4 |15
3[16(13[ 213 [16(13( 2|3 161312 ]2 (1316|133 (16(13| 213 [16(13| 2|3 [16[13| 2
8 10| 5(11}8 |5 ]10|11})6 (12| 7|97 (12|19 |6]|6|7]12{9])5(11[10(8]5[10]11]| 8
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Tabla 14 (Continuacion).
4 (15|96 ]11[8|2[13]4(15|/6 |95 (16| 3 |10]J11|(8 |13|2|13|8|11|2]15/9 |6 |4
1411 |7 (121141 |7 [12|14|1 (12| 7|14 1 |12| 7|14 1 (12| 71141 [12|7|14|1 12| 7
5/10(16|3]5 (1016|3118 (13| 2118 |13|2]4|15{6 |93 |16|5 1013 |16]|5 |10
1182 (1314 (1519 |65 (10| 3 [16]4 (9|6 [15]5 (10| 3 [(16)4 (9 |6 [15]2 |8 1113
71126 (918|115 |10J11 |8 |10|5]11)16]12 | 512|719 |6]12|9 |7 [6]9 12|58
14| 1154|141 |15/ 4|14|1|15/4|14|1 15|14 |14]|1]|15|4]14|1|15/4]|14|1 16| 3
1181051961277 (126|913 |8 |10|13|]5]10]8 (113 |8 |10|13)7 |6 11|10
2 (133 [16]3 [16] 2 (13} 2 (13| 3 |16)6 |9 |7 [12]3 (16| 2 (13} 5 |16| 2 [11]14 [15]| 2 |13
9115{2 | 811|107 |6 |11|15/2|6]|6|12/9 |7 |8 |10]11|5])18 (1110|5197 ]|12]|6
14|11 (163|141 |16[3|14|1 (16| 3 |15|/1 |4 1415|114 |14]15|1 |4 |14]115|1 |4 |14
716 (11]/10] 5|89 (12]5 |89 |12)13 |13|16|2 ]2 |16(13|3 |12 |16(13|3 |2 |16|13|3
4112|5134 15| 2 |13] 4 (10| 7 [13J10|/8 |5 |11}9 |7 |6 ]|12)9 |6 |7 |12]18 |10]| 5 |11
9112|7610 8|5 (11)11|5]10|(8)11|10|5 |8 12|67 [9]12|7 6|94 |14]|9 |7
15/1[4|14|15|1 |4 [14]|15|1 |4 |14]|15|/1 |4 |14]15|/1 |4 ]|14]|15|1 |4 |14]115|1 |6 |12
211613313 [13(16| 2|2 1613|1312 ]16]13|3 ]2 (16[13|3 12 [16(13|3 |5 (11|16] 2
8|/5/10(11}6 (12,9 |7]6|12|7|9]6|7|12]/9}|5(11/10/8]5]10)11]8]10|8 | 3 |13
8110(13[{3]19|7 (14| 4]10({8 |3 |13]13|10|/3 |8 |14 7141914147 ]19]18]10]3 |13
15|16 [12)15|1 |6 [12]15|1 |6 |12|15|1 |6 |12|15]1 |6 [12]15]|1 |12 6 |15]/1 12| 6
2 16|11 |5]) 2 |16|11|5])5|11|16|/2 ]2 |16|11|5])2|16|11|5]10|8 [(13|3 ]9 |7 14| 4
917141418103 13|14 (149|714 |7 |14/ 9|3 ]10|13| 8|5 (112 |16]2 |16]5 |11
10/ 8|13[{3]|6(12|7|9]|8|10|5(|11]10{ 8 |11|5]10(16|3 |5)12|6 |9 |7]12|9|6 |7
1511 (12| 615|114 [4|15|/1 (14| 4|15|/1 (14|14 |15]1 |14 4)115|1 (144 ]15]/1 (14| 4
4114719108 |11|5]|19 |7 12|66 |12|7 1912811135 (118 |10)2 |8 11|13
5 (1112 [16]3 [13| 2 [16] 2 |16 3 |13} 3 (13| 2 (16]7 (9|6 [12]2 16| 3 [13]5 (16| 3 |10
10{12|5|7]|10|13|4 | 7|6 |11|10|7 |7 |10|11|6]|]9 |6 |11|8])9|12|5|8]10|7 |6 |11
15/1 (16| 2 |15|1 |16 2|16|1 |4 (13|16|1 |4 |13]16|1 |4 |13|16|1 |4 |13]J16|1 | 4 |13
6891116 |89 (11|13 |14|15| 2|2 |15|14|3 |2 |15|14|3 |2 |15({14| 3|3 (14|15| 2
3 (134|143 |12|5 (1419 |8 |5 |12}19 |8 |5 |12|7|12|5|10}7 |6 |11|10]5|12|9| 8
11| 6|7 (1014 |13|10{ 7| 7 (10|13 4]|10| 7 | 4 |13 13|11 6|6 |11|13| 4] 4 |13| 6 |11
16{1|4|13|16|1 |6 |11|16|1 |6 |11|16|(1 |6 (11|16(1| 7 |10|16|(1 | 7 (10]|16|1 |10( 7
2 (15|14 | 3|5 (12|15(2 )2 |(15|12|5)5 (12|15 2|5 (12|14|3 |3 (1412|519 |8 |15|2
5112/9 (819831419 |8 |3|14]3|14/9|8]9|8|2|1519 8|2 (15|15 (12|3 |14
5(11| 6 (12| 5 (14| 3 |12} 6 |11| 4 |13} 4 |13| 7 |10] 7 |10| 4 |13]10| 7 |13|4 ]| 6 |10| 7 |11
16|1|10| 716|110 7|16|1 (10| 7 |16|1|11|6|16|1 |11| 6161 |11|6|16|1 |12|5
918(15{2|9|8(15(2]9 (8 (152|918 |14|3]19|8|14|3|13|14/8|9]19|8(13|4
4 |14 1314|116 |13| 3 |14|5|12|5|12|2 |15 2 |15|5|12|5|12| 2 |15]3 |15| 2 |14
6 (152 (111138 (9 (4 |13|10, 7| 4]|6|11|7 |10 7 |10| 6 |11)10| 7 |11| 6 |J11| 6 (10| 7
61|12 5161 |12|5]|16|1|12|5]|16|1|13(4|16|1|13|4]|16|1|13|4]|16|1 |13 4
9|8 |13|4|2|15|6 |11]2 (15| 6 |11]9 |8 |12|(5]19 (8 |12|(5]|5 (128 |9 |5 (12|89
3110 1413|107 |14 3|8 |9 (14| 3 |14| 2 |15 2 |15| 3 |14| 3 |14| 2 |15] 2 |15| 3 |14
12151017 |13|4 (10|11 (8 |9 | 6]|11|13|4 | 6|9 |12|6 | 7
161|143 |16|1|14|3|16(1|14|3|16(1|14|3|16|1 |15 2
9|8 |11|{6]|9|8|11|6]|5|12|7|10]5|12|7 |10]5 |8 |10|11
2134|1502 (12| 5 |15]12 |13|4|15]2 | 8|9 |15]4 |13| 3 |14

A partir de los tres subproblemas descritos, se identificaron los 880 cuadrados supermagicos asimétricos de
tamafio cuatro; en los que el nimero magico (34) se obtiene en 14 submatrices, de cuatro elementos cada una.
De ellos, 208 tienen el 1 en la posicion (1,1), 464 tienen el 1 en la posicion (1,2) y 208 en la posicion (2,2). Como
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de cada uno de los 880 cuadrados diferentes presentados se pueden obtener otros siete, aplicando diferentes
simetrias y rotaciones, se tienen 7040 cuadrados supermagicos de tamario cuatro.

De las 114 formas posibles de ordenar los nimeros del 2 al 16 para que acompaiien al 1 en cualquiera de las filas,
en cada uno de los tres grupos tratados hay 44 combinaciones para las que no se obtiene un cuadrado magico.
En los tres casos, hay coincidencia en los nimeros que intervienen en las combinaciones fallidas y resulta
interesante que no haya solucién para ninguna combinacién formada solo por nimeros impares.

Dentro de cada uno de los grupos, en las 70 combinaciones para las que existen los cuadrados supermagicos,
coincide la cantidad de cuadrados que se obtiene con una combinacion cualquiera y la obtenida al mantener en
su posicién el nimero simétrico al 1 con respecto al centro del cuadrado e intercambiar los otros dos. Esto ocurre
tanto para el caso en que las combinaciones aparecen en una fila como cuando estan en una columna.

Estos resultados pueden tener mdltiples aplicaciones en diversos campos del conocimiento cientifico. En particular,
los cuadrados magicos son ampliamente utilizados en la criptografia. Por ejemplo, en Hussein & Mehdi (2020), se
presenta un algoritmo para la encriptacién de imagenes que usa un sistema difuso basado en los cuadrados magicos.
Xie et al. (2019), crean una matriz magica cuadrada extendida, que se utiliza como componente fundamental de la
tecnologia disefiada para transmitir los datos confidenciales de forma segura. En Ranjani (2017), se utiliza un
esquema de ocultamiento de informacion basado en cuadrados seudo magicos que son generados a partir de un
parametro oculto en la informacion. Zhong & Fang (2016), proponen un método de encriptacion en el que consideran
los atributos cambiantes de los pixeles, de acuerdo con operaciones realizadas con cuadrados magicos. En la mayoria
de estas aplicaciones se utilizan cuadrados magicos de tamafio cuatro.

El modelo de optimizacion presentado se puede generalizar facilmente para cuadrados de mayor tamano; pero,
como se puede observar en la Figura 8, para n = 5 el tiempo de ejecucién se incrementa considerablemente con
respecto a los obtenidos para n = 4 (ver Figuras 2 — 7).

En la Figura 9 se presentan 25 soluciones para n = 5; cada una con el 1 en una casilla diferente. En este caso no
se consideran restricciones adicionales a las de suma por filas, columnas y diagonales. Se puede comprobar que
los cuadrados obtenidos son asimétricos entre si.

Lingo 180 Solver Status iCuacradoSmin 11) Il
Sclves St Varablies
¥ it T >
Model Clase NILP o <f
Nordnex ]
State Global Opt réegntt 5
i 1 Constprtts
Indeadudyy 0 Tos 13
Norire s 0
Itero%ons 226569988
Noroerce
Entanded Sclver Stahn Tols 61
Nonfineat ]
Saver Type B-and-B
Bex Dty 1 Gererator Memory Used [K)
Oty Bound 1 H
Svpe 7431848 E lapzed Furtess i mm 11}
e 9 02:40 15
Update braerval |- Close

Fig. 8: Reporte de LINGO con datos generales sobre el modelo resuelto para n = 5.
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1(20]11)23(10] 3|1 (20(24|17]20{24|1 (14| 6] 9 [16[/24|1 |15/21]|2 [18(23]|1
22|12(9 16 [16] 7 |25|23[ 6 |4]21[3 |2 |17[22]25|12|5[20)3]20{ 5|6 (12|22
15[ 2 |17[18(13]15/13(11)18| 8|4 123|19(10| 9] 6 (14]18|19( 8] 3 |25[11|7 |19
18]24| 3 (14| 5]119/10] 2 )12|22) 58 |25[11]16)23]10|11|4 [17] 4 |24[16|13| 8
817 (25[4121121[16| 9|5 [14]15| 7 [18]13|12] 2 |13]| 7 [21]22]/17] 8 [14]10{15
13122) 3[4 12314 (2119 120J11J17]16| 6 [21]5]10({24]16)13/ 2|94 [17]16]19
1(24]125|7 [8]18)1[25]2|19]24[11| 1|7 [22]25/8 |9 |1 [22]25]2 [22]15]1
1612 |9 [21]17)17( 5 (22)13| 8| 2|3 |25[23]|12] 4 [ 3 |23|20({15]14|23(13|8 |7
15| 618(14[12)10(14| 6 |23|12| 9 15|19(4 |18] 5 [18| 6 |17(19]11]|12| 3 [21]18
20(11[10])19| 5116|243 [ 7 115]13(20]14|10(8121)12(11{14]| 7|6 [24]10| 5 |20
20[15/8 118/ 4115|19| 3 [24|4]12[ 8|15/ 4 [25]21) 2 [10]25| 7|8 |23|7 [11]16
915(22|23|/6]9]23|10(6[17]8(21]18)13[ 5812|236 |16J15]3 |20|6 |21
1(25|17) 3 [19]13] 1 (14]12]25]16(22| 1 (24 2|4 [22(18]| 1 |20/13]18|24{9 |1
2117 12 111/24)7120]225]11) 6|3 |20)17[19}13|15[11]9|17]12]| 2 | 4 25|22
14113|16(10(1221| 2 [16)18| 8 123110|11| 7 |14]19(14| 3 |24 5]17|19(10{14| 5
18{19| 7 [ S [12)17(25] 6|9 |8 12|11| 9 (25| 8173 |4 |16({25]12| 5 (21]24| 3
10 5|25(14|11) 2 | 7 [13]|23|20)22|4 |21| 5|13)20(18]|14| 5[ 8|10|11| 4 |18]|22
2002216 |4 |13} 4 |21|15] 3 |22]15[23|18| 2 [ 7 |15|12/10{21) 7 |16| 9 |13|2 |25
1[17)24[15/8]24|/1]19)16/5]6 24| 1 [14|20J11|23|24|1|6]19|23|7 |15|1
16] 2| 3 (23]21]18(11]12)14{10410) 3 [16[19]|17] 2|9 ]13/22({19] 8 [17({20]| 6 |14
25/4 18721182 |23] 71251117 |3 |23(21}21|12|3 23| 624|215 [13]2
10)12(13]24|6)17{22|9 | 5 [12]25|13(20|5|225|4 |9 (19| 8]3[4 [20|16(22
20(18[ 2 |3 [22)13]|19| 3 (24| 6] 4 [19]|17| 9 [16] 2 |18[13[17]|15] 6|7 |19| 8 |25
9 [17]19]|15| 516|21|10{14|4115[(12|24| 6 [ 8]10)20(16| 5 |14]14|10] 9 (17|15
1(14]123116[11]11) 1 (20]15)18]10{14) 1 (22]18] 7 [11{24] 1 |22|18]23|12(11]1

Fig. 9: Cuadrados mdgicos de tamafio cinco.
CONCLUSIONES

Se modela el problema de la bisqueda de los cuadrados magicos de tamario cuatro a partir de un Modelo de
Programacion Lineal en Enteros. Se demuestra que los 880 cuadrados magicos de tamafio cuatro asimétricos que
existen pueden ser clasificados como supermagicos, porque cumplen con otras cuatro restricciones ademas de las
sumas por filas, columnas y diagonales: la suma de los nimeros de las esquinas, los cuatro nimeros centrales,
los dos nimeros centrales de las filas primera y Ultima y los dos nimeros centrales de las columnas primera y
dltima.

La forma en que han sido ordenados los cuadrados supermagicos en este trabajo facilita que puedan ser
localizados, a partir de caracteristicas especificas; siempre que estas se refieran a la posicion del 1 en el cuadrado.
De forma andloga, quedan ordenadas las diferentes combinaciones del 1 para las que no existen cuadrados
magicos de orden cuatro.

El modelo de optimizacion presentado puede ser extendido para cuadrados de mayor dimensién; aunque el tiempo
de ejecucion para n > 6 puede ser tan grande que dificulte, en la practica, obtener una solucion.
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